13. Hashing

AVL-Baume:

» Sortierte Ausgabe aller Elemente in O(n) Zeit

» Suche, Minimum, Maximum, Nachfolger in O(log n) Zeit
» Einfligen, Loschen in O(log n) Zeit

Frage:
» Kann man Einfugen, Loschen und Suchen in O(1) Zeit?

Zunachst bendtigen wir einen Exkurs in Wahrscheinlich-
keitstheorie...
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Wahrscheinlichkeltstheorie

Definition (Wahrscheinlichkeitsraum):

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist Menge von Elementarer-
eignissen. Ein Elementarereignis kann als der Ausgang eines
(Zufalls)experiments betrachtet werden.

Beispiel:
e Munzwurf mit zwel unterscheidbaren Minzen

« Ergebnis dieses Munzwurfs kdnnen wir als Zeichenkette der
Lange 2 Uber {K,Z} (Kopf, Zahl) darstellen

« Wahrscheinlichkeitsraum ist {KK,KZ,ZK,ZZ}

 Elementarereignisse sind also die moéglichen Ausgange des
MUnzwurfs

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen -
13. Hashing



Wahrscheinlichkeltstheorie

Definition (Ereignis):
Ein Ereignis ist eine Untermenge eines Wahrscheinlich-

keitsraums. (Diese Definition ist etwas vereinfacht, aber
far unsere Zwecke ausreichend)

Beispiel:
o {KK, KZ, ZK} ist das Ereignis, dass bel unserem
Munzwurf mindestens eine Munze Kopf zeigt
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Wahrscheinlichkeltstheorie

Definition (Wahrscheinlichkeitsverteilung)

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Pr[] auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum S ist eine Abbildung der
Ereignisse von S in die reellen Zahlen, die folgende
Axiome erflllt:

1. Pr[A] = O fur jedes Ereignis A
2. Pr[S]=1
3. PrfAUB] = Pr[A]+Pr[B] fur alle Ereignisse A,B mit AnB=J

Pr[A] bezeichnet die Wahrscheinlichkeit von Ereignis A

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 4
13. Hashing



Wahrscheinlichkeltstheorie

Beispiel:
e Bel einem fairen Munzwurf haben wir Pr[A] = 1/4 flr
jedes Elementarereignis Ae{KK,KZ,ZK,ZZ}

« Die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis {KK,KZ,ZK}
(,mindestens eine Miunze zeigt Kopf*) ist

Pr[{KK1KZ’ZK}] - Pr[KK] + Pr[KZ] + Pr[ZK] =3/

Bemerkung:

Eine Verteilung, bei der jedes Elementarereignis aus S
dieselbe Wahrscheinlichkeit hat, nennen wir auch
Gleichverteilung tber S.
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Wahrscheinlichkeltstheorie

Definition (Zufallsvariable):

Eine Zufallsvariable X ist eine Funktion von einem
Wahrscheinlichkeitsraum S in die reellen Zahlen R.

(Formal: X:S—R.)

Bemerkung:

* Eine Zufallsvariable liefert uns zu jedem Ausgang eines
Zufallsexperiments einen Wert
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Wahrscheinlichkeltstheorie

Beispiel:
e Wurf zweler Miinzen

e Sei X Zufallsvariable fir die Anzahl Mlinzen, die Zahl
zeigen

e X(KK)=0, X(KZ)=1, X(ZK)=1, X(ZZ)=2
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Wahrscheinlichkeltstheorie

Fur Zufallsvariable X und reelle Zahl x kdnnen wir das
Ereignis X=x definieren als {seS:X(s)=x}. Damit gilt
Pr[X=x] = Pr[{seS:X(s)=x}]

Beispiel:

e \Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass wir bel zwel
Munzwdulrfen genau einen Kopf erhalten?

o Pr[X=1] = Pr[{KZ, ZK}] = Pr[KZ]+Pr[ZK] = 2
(bei derselben Definition von X wie auf der letzten Folie)
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Wahrscheinlichkeltstheorie

Definition (Erwartungswert):
« Der Erwartungwert einer Zufallsvariable ist definiert als

E[X]= D Prs]- X(s)

seS

= Z X - Pr[X=x]

Interpretation:

« Der Erwartungswert gibt den ,durchschnittlichen® Wert
der Zufallsvariable an, wobei die Wahrscheinlichkeiten
der Ereignisse berlcksichtigt werden
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Wahrscheinlichkeltstheorie

Spezialfall: binare Zufallsvariable X:S—R. Dann ist
E[X] = O-Pr[X=0] + 1-Pr[X=1] = Pr[X=1]

Beispiel:
* Erwartete Anzahl ,Kopf* bei 2 Munzwdrfen
e E[X]=0-Pr[X=0] + 1 Pr[X=1] + 2 - Pr[X=2]
=0+Y%+2 -Y
=1

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 10
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Wahrscheinlichkeltstheorie

Linearitat des Erwartungswerts:
e E[X+Y]=E[X]+E[Y]

Bemerkung:

e Eine der wichtigsten Formeln im Bereich randomisierte
Algorithmen

Anwendung:

 Man kann komplizierte Zufallsvariablen oft als Summe
einfacher Zufallsvariablen schreiben und dann den
Erwartungswert der einfachen Zufallsvariablen
bestimmen

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen -
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Wahrscheinlichkeltstheorie

Beispiel:

Sel X die Wirfelsumme von n Wiurfeln.
Wir wollen E[X] bestimmen.

Dazu fuhren wir die Zufallsvariable X; ein, die die
Augenzahl von Wirfel | angibt.

Fur E[Xi] gilt bel einem ,perfekten* Wirfel:
E[X] = 1/6-(1+2+...+6) = 7/2

Da X=X;+X,+...+X, Ist, folgt aufgrund der Linearitat des
Erwartungswerts:

E[X] = E[X+X,+...+X ] = E[XJ+E[X;]+...+E[X,]
=7n/2 .

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 12
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13. Hashing

» Hashing: einfache Methode, um Worterblcher zu
Implementieren, d.h. Hashing unterstitzt die
Operationen Search, Insert, Remove.

» Worst-case Zeit fur Search: ®(n).

» In der Praxis jedoch sehr gut.

» Unter gewissen Annahmen, erwartete Suchzeit O(1).

» Hashing: Verallgemeinerung von direkter Adressierung
durch Arrays.

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen -
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Direkte Adressierung mit Arrays

» SchlUssel fur Objekte der dynamischen Menge aus
U:={0,...,u-1}. Menge U wird Universum genannt.

» Nehmen an, dass alle Objekte unterschiedliche
Schlissel haben.

» Legen Array T[O,...,u-1] an. Position k in T reserviert
far Objekt mit Schlussel k.

» T[k] verweist auf Objekt mit Schitssel k. Falls kein
Objekt mit Schlissel k in Struktur, so gilt T[k]=NIL.

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 14
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Direkte Adressierung - lllustration

Schlissel

/

Satellitendaten

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen -
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Operationen bel direkter Adressierung (1)

Insert(T,x): .
T[key[X]] « X / X
key[x] " key[x]
Remove(T,K): /
T[k] < NIL /
/
Search(k): ;
return T[k] T
SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 16
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Operationen bel direkter Adressierung (2)

» Laufzeit jewells O(1).

» Direkte Adressierung nicht moglich, wenn Universum U
sehr grol3 ist.

» Speicherineffizient (©(|U[)), wenn Menge der aktuell zu
speichernden Schlussel deutlich kleiner als U ist.

» LOsung: verwende Hashfunktion h:U—{0,...,m-1}, um
die aktuelle Schliisselmenge K< U auf eine Hashtabelle
T abzubilden mit m=0(|K]).

> Problem: es kann zu Kollisionen kommen!

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 17
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Kollisionen sind nicht auszuschliel3en

h(ky)
h(ky)

Kollision
h(ky)
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Hashing (ohne Kollisionen)

h(ky)
h(ky)

h(kz)

h(ks)

SS 2017
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Hashing (ohne Kollisionen)

Insert(T,x):
TIh(key[x])] « X

Remove(T,k): h(key[x])

" key[X]

if key[T[h(k)]]=k then
T{h(K)] < NIL

Search(T,K):
If key|T[h(k)]]=k then
return T[h(k)]
else
return NIL T
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MalRnahmen zur Kollisionsauflosung

Mogliche Strategien:

e Geschlossene Adressierung
— Kollisionsauflosung durch Listen

e Offene Adressierung

— Lineares/Quadratisches Hashing: es wird
nach der nachsten freien Stelle in T gesucht

« Kuckuckshashing: geschickte Verwendung
von zwel Hashfunktionen

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 21
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Hashing mit Listen - lllustration

Hashtabelle T

SS 2017
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13. Hashing

22



Hashing mit Listen

Chained-Hash-Insert(T,x):
Flge x vorne in Liste T[h(key[x])] ein

Chained-Hash-Remove(T,k):
Entferne alle x aus Liste T[h(k)] mit key[x]=k

Chained-Hash-Search(T,k):
Suche nach Element mit Schlissel k in Liste T[h(k)]
o Laufzeit far Insert O(1).

 Laufzeit fir Remove, Search proportional zur Lange von
T[h(K)].

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 23
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Hashing mit Listen

» m GrolRe der Hashtabelle T, n Anzahl der gespeicherten
Objekte. Dann heisst o:=n/m der Lastfaktor von T.

> o Ist die durchschnittliche Anzahl von Elementen in
einer verketteten Liste.

» Werden alle Objekte auf denselben Wert gehasht, so
bendtigt Suche bei n Elementen Zeit ©(n). Dasselbe
Verhalten wie verkettete Listen.

» Im Durchschnitt aber ist Suche deutlich besser, falls
eine gute Hashfunktion h benutzt wird.

» Gute Hashfunktion sollte Werte wie zuféallige Funktion
streuen, aber was genau heil3t das?

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 24
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Universelles Hashing

Problem: Wie konstruiert man gentigend zufallige
Hashfunktionen?

Definition 13.1 [universelles Hashing]: -
Sel c eine positive Konstante. Eine Familie H von
Hashfunktionen auf {O,...,m-1} heil3t c-universell falls
far ein beliebiges Paar {x,y} von Schllsseln gilt, dass

[theH: h(x)=h(y)}| = (c/m) |H|

Bemerkun%: Fur ein beliebiges Schlusselpaar {X,Y} 8”t

demnach: wird h uniform zufallig aus H gewahlt (d.h.
jedes heH hat die gleiche Wahrscheinlichkeit gewahilt
ZU werden), so ist

Prh(x)=h(y)] < (c/m)[H] - L/|H| = ¢/m

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 25
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Universelles Hashing

Satz 13.2: Fur eine beliebige Schlisselmenge K< U, |K|=n,
gilt: falls K in einer Hashtabelle T der Grofde m mittels
einer unform zufalligen Hashfunktion h aus einer c-
universellen Familie gespeichert wird, dann ist die
erwartete Anzahl Schlussel in jedem T[i] in O(1+c-n/m).

Bewels:

« Betrachte beliebigen Schlussel k,<K mit Position TJi]

o Sel X,£{0,1} eine Zufallsvariable fur jeden Schltssel
ke K\{ko} mit X, = 1 < h(k)=I.

« X=2,. X Anzahl Elemente in Position T[i] von k,

o E[X] = 2ysk, EDX = 2k, PIIXE1] = 20, (€/M)

= (n-1)c/m _ -
H ist c-universell

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 26
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Universelles Hashing

Aus Satz 13.2: Tabellengrol3e O(|K|) ergibt erwartet
konstante Zeit fur Insert, Remove und Search.

Aber wie konstruieren wir eine c-universelle Hash-
funktion?

Sei U=[m]9. Betrachte die Familie der Hashfunktionen
h_(X) = a-x (mod m)
mit a,xe[m]? (wobei [m] ={0,...,m-1} und a-x = 2. a. x).

Satz 13.3: H={ h_: ac[m] } ist eine 1-universelle Familie
von Hashfunktlonen falls m prim ist.

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 27
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Universelles Hashing

Bewels:

Betrachte zwei feste Schllssel x+y mit x=(x,,...,X4) und

Y=(Y1:---:¥a)
Anzahl Moglichkeiten fur a, dass h,(x)=h_(y):
n,()=h.(y) < 28 X =22y (modm)
o < a(YrX) = Zigj & (%-y) (mod m)
fir ein | mit x,#Yy;
Falls m prim, dann gibt es fur jede Wahl von a,,...,a ;,
a.1,--.,84 genau ein a;, das diese Gleichung erfullt.

Also ist die Anzahl Méglichkeiten fir a gleich md-,
Da |H|=m¢Y, ist daher |{heH: h(x)=h(y)}| = (1/m) |H].

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 28
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Universelles Hashing

Praktische Hashfunktionsklasse: Tabulationshashing
e Sei U=[d]® und die Hashfunktion h:U—[m] definiert als

h(Xy,... ’Xc):@izlc Tilxi]

fur Felder T,[0..d-1] mit zufallig gewahlten Eintragen aus [m],
wobei & das bitweise XOR ist.

Beispiel:
« c=d=4, m=8

. Tl[O..?: =(4,7,3,
T,[0..3]={3,6.5.

. h(2,3,1,1)

zﬁ , T,[0..3]={2,5,6,1} , T,[0..3]={7,1,0,3} ,

2] @ T,[3] @ T,[1] ® T,[1
1!9 ]1 D f[@]G ol1] . ]zur Basis 10)
11 © 001 © 001 @ 110 zur Basis 2
01 zur Basis 2
zur Basis 10)

IE1 1
OIRPOW—
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Universelles Hashing

Praktische Hashfunktionsklasse: Tabulationshashing
o Sei U=[d]° und die Hashfunktion h:U-—[m] definiert als

N, %) =D\ T[]

far Felder T,[0..d-1] mit zufallig gewahlten Eintragen aus [m],
wobei © das bitweise XOR ist.

Diese Hashfunktion verhélt sich fast wie eine voIIstandig?
zufallige Hashfunktion (siehe Mihai Patrascu und Mikkel Thorup.
'Fl)'g(egfozv(\g:elrl;)f Simple Tabulation Hashing. Journal of the ACM,

Anwendungsmaglichkeiten:
« Der Einfachheit halber: m ist 2-Potenz (— dyn. Felder).

o 32-bit Schltssel: fur c=4 haben wir 4 Tabellen mit jeweils 256
Eintragen aus [m]

e 64-bit Schltssel: fur c=16 haben wir 16 Tabellen mit jeweils
16 Eintragen aus [m]

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 30
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MalRnahmen zur Kollisionsauflosung

Mogliche Strategien:

e Geschlossene Adressierung
— Kollisionsauflosung durch Listen

e Offene Adressierung

— Lineares/Quadratisches Hashing: es wird
nach der nachsten freien Stelle in T gesucht

« Kuckuckshashing: geschickte Verwendung
von zwel Hashfunktionen

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 31
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Offene Adressierung (1)

» Geschlossene Adressierung weist Objekt mit gege-
benem Schllssel feste Position in Hashtabelle zu.

» Beil Hashing durch offene Adressierung wird Objekt mit
Schlissel keine feste Position zugewiesen.

» Position abhangig vom Schlussel und bereits belegten
Positionen in Hashtabelle.

» Konkret: FUr neues Objekt wird erste freie Position
gesucht. Dazu wird Hashtabelle nach freier Position
durchsucht.

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 32
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Offene Adressierung (2)

» Keine Listen zur Kollisionsvermeidung. Wenn Anzahl
eingefligter Objekte m ist, dann sind keine weiteren
Einflgungen mehr moglich.

» Listen zur Kollisionsvermeidung madglich, aber Ziel von
offener Adressierung ist es, Verfolgen von Verweisen
ZU vermeiden.

» Suche von Objekten in der Regel schneller, da keine
Listen linear durchsucht werden mussen. Aber Laufzeit
far Einflgen jetzt nicht mehr im worst cae ©(1).

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 33
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Hashfunktionen bel offener Adressierung

» Hashfunktion der Form h:Ux{0,1,2,...} — [m] legt fur
jeden Schltssel fest, in welcher Reihenfolge fur Objekte
mit diesem Schllssel nach freier Position in Hashtabelle
gesucht wird (zunachst h(k,0), dann h(k,1) usw.).

» |dealerweise formt die Folge (h(k,0),...,h(k,m-1)) eine
Permutation von [m], so dass keine Position der
Hashtabelle ausgelassen wird.

» (h(k,0), h(k,1), ....) heil3t Testfolge bei Schltssel k.

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 34
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Einfligen bel offener Adressierung

Hash-Insert(T,x)

for i«<-0 to m-1 do /
Jj«—h(key[x],i) /
If T[J]] = NIL then T[j]<—x; return h(key[x],0)
error ,Hashtabelle vollstandig gefullt*
/
Hash-Search(T,k) h(key[x],1)
1<—0 /
repeat /
j<h(k,)
if key[T[j]] = k then return TJ[j] h(key[x].2) [
else i«—I1+1 T
until T[j]=NIL or i=m
return NIL
SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen -
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Probleme beim Entfernen

» Wir konnen Felder i mit geldschten Schlisseln nicht
wieder mit NIL belegen, denn dann wird Suche nach
Schlisseln, bei deren Einfiigung Position i getestet
wird, fehlerhaft sein!

» Mogliche Losung ist, Felder geloschter Schllssel mit
DELETED zu markieren. Aber dann werden Laufzeiten
fur Hash-Insert und Hash-Delete nicht mehr nur vom
Lastfaktor a.=n/m abhangen.

» Daher Anwendung von offener Adressierung oft nur,
wenn keine Objekte entfernt werden mussen.

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 36
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Probleme beim Entfernen

» Ein moglicher Trick, um Remove Operationen dennoch
zu erlauben, funktioniert wie folgt:

»Markiere Felder geloschter Schliissel mit DELETED.

»Ein Zahler zahlt die Anzahl geloschter Eintrage.

> Ubersteigt die Anzahl geldschter Eintrage die Anzahl
der verbleibenden Elemente in der Hashtabelle, wird
die Hashtabelle nochmal komplett neu aufgebaut,
iIndem alle noch vorhandenen Elemente nochmal neu

In die anfangs leere Hashtabelle mittels Hash-Insert
eingeflgt werden.

» Potenzialanalyse: Erwartete amortisierte Laufzeit von
Insert, Remove und Search konstant (fiur m=Q(|K|) ).

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 37
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Mogliche Hashfunktionen

1. h':U —{04...,m-1} Funktion.
Lineares Hashen:
h(k,i)=(h"(k)+i)mod m.

2. h:U—{01,...,m-1 Funktion,c,c, #0.
Quadratisches Hashen:
h(k,i)=(h(k)+c,i +c,i?)mod m.

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 38
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Lineares Hashing

neui| 1 3 5 10 14 19

Speichere Element e im ersten freien
Ort T[i], T[i+ } [1+2],... miti=h(key[x])

14 5 3 19| 1 10
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L Ineares

Hashing

Lauf:

14 5 |12

3 (19| 1 10

<

>

Lauf der Lange 5

Satz 13.4: Falls n Elemente in einer Hashtabelle T

der Grofse m>2en mitte
Hashfunktion h gespeic
jedes T][i] die erwartete
der T[i] enthalt, O(1). (e

s einer zufalligen
nert werden, dann ist fur

_ange eines Laufesin T,

. Eulersche Zahl)
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Lineares Hashing

Bewels:
n: Anzahl Elemente, m>2en: Grol3e der Tabelle

T[]
Besetzter Lauf der Lange K

Anzahl Moglichkeiten fur Anfange des Laufs: k

en

k
n
Anzahl Moglichkeiten zur Wahl von k Objekten: [ k] < [T]

Wahrscheinlichkeit, dass Hashwerte in Lauf: (k/m)*

Pr[T[i] in Lauf der Lange k] < k-(en/k)-(k/m)k < k(1/2)%

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 41
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Lineares Hashing

e p, := Pr[T[i] in Lauf der Lange k] < k-(1/2)~

« E[Lange des Laufs Uber T[]
= ka0 KPPy < 2o K= (1/2)k = O(1)

* Also erwartet konstanter Aufwand fur
Operationen Insert, Remove und Search.

* Vortell des linearen Hashings: eng zusam-
menliegender Bereich des Adressraums
wird durchsucht (gut fur Caching).

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 42
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MalRnahmen zur Kollisionsauflosung

Mogliche Strategien:

e Geschlossene Adressierung
— Kollisionsauflosung durch Listen

e Offene Adressierung

— Lineares/Quadratisches Hashing: es wird
nach der nachsten freien Stelle in T gesucht

« Kuckuckshashing: geschickte Verwendung
von zwel Hashfunktionen

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 43
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Kuckuckshashing

Idee: speichere Elemey et von zwel Positionen

[

f

ashfunktior ashfunktion h,

1 14 S
Hashtabelle T, Hashtabelle T,
SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen -
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Kuckuckshashing

T,, T,: Hashtabellen der Grof3e m

Search(T,,T,,k):
it key[T,[h;(k)]]=k then return T,[h, (k)]
If key[T, 2(<)]]:k then return T,[h,(k)]
return N

Remove(T,,T,,k):
If key[T,[h,(k)]]=k then T,[h,(k)]«-NIL
If key[T,[h,(k)]]=k then T,[h,(k)]«-NIL

SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen - 45
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Kuckuckshashing

Insert(T,,T,,X):

/Il key|Xx] schon in Hashtabelle?

If T,[h,(key[x])]=NIL or key[T,[h,(key[x])]]=key[Xx] then
1,[h,(key[x])]<Xx; return

if T,[h,(key[x])]=NIL or key[T,[h,(key[x])]]=key[x] then
T,[h,(key[x])] «<x; return

// nein, dann einfligen

while true do
x<>A ,[h,(key[x])] //tausche x mit Pos. Iin T,
If x~NIL then return
x<hT,[h,(key[x])] //tausche x mit Pos. In T,
If/x=NIL then return

Oder maximal d-log n oft, wobei Konstante d so gewahlt ist, dass die
Wahrscheinlichkeit eines Erfolgs unter der einer Endlosschleife liegt.
Bei Misserfolg kompletter Rehash mit neuen, zufalligen hy, h,
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Kuckuckshashing

14

14

20

SS 2017

Datenstrukturen und Algorithmen -
13. Hashing

47



Kuckuckshashing

14

14

Endlosschlelfe!
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Kuckuckshashing

Laufzeiten:
« Search, Remove: O(1) (worst case!)

 Insert: O(Lange der Umlegefolge + evtl.
Aufwand fur Rehash bel Endlosschleife)

Laufzeit der insert-Operation: 2 Falle

1. Insert lauft nach t Runden in eine End-
osschleife

2. Insert terminiert nach t Runden

Im folgenden: n: #Schlissel, m: Tabellengrofe
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Kuckuckshashing

Fall 1: Endlosschleife
Folgende Elementabhangigkeiten existieren in

[
»

diesem Fall (| x . X verdrangt y fur HF 1):
2 1 2
Xl X2 < - X3 ] G X| < XI
7y 1
2
v ‘ 2 ‘ .
Xi+i+1 < - X|+|+2 < - X|+|+3 A ey XI’ Xk
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Kuckuckshashing

Fall 2: Terminierung nach t Runden

1 2 1

Xl > X2 > X3 — T Xk
oder
1 2‘ 1

Xl X2 < - X3 [ — .4— X|

Xi+i+1 :Xi+i+2 :Xi+i+3
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Kuckuckshashing

Man kann zeigen:

* Die erwartete Laufzeit von Insert ist O(1+1/¢) bel
Tabellengrof3en m=(1+¢)n.

 Rehash benoétigt O(n) erwartete Zeit, passiert aber nur
mit Wahrscheinlichkeit O(1/n).

Problem: Wahrscheinlichkeit fir Endlosschleife noch recht
hoch!

Losung: verwende Notfallcache
(siehe: A. Kirsch, M. Mitzenmacher, U. Wieder. More
robust hashing: Cuckoo hashing with a stash. In Euro-
pean Symposium on Algorithms, pp. 611-622, 2008.)
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Kuckuckshashing mit Cache

T,, T,: Hashtabellen der Grof3e m
C: Notfallcache der Grol3e ¢ (c konstant)

Search(T,, T,,C,k):
If Ji. key|CJi]]=k then return CJi]
If key|T,[h,(k)]]=k then return "l[hl(k)]
If key|[T,[h,(k)]]=k then return "z[hz(k)]
return NIL
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Kuckuckshashing mit Cache

Remove(T,, T,,CK):
If Ji: key

If key|
/110

T

p<—Nn

i (

Cli]]=
h,(k);

K); T,

k then CJi]«-NIL; return
|=k then

sche k aus T, und ersetze es evtl. aus C
P] <—NIL

iIf 31 hy(key[C][i]])=p then T,[p]«-C]i]; C[i]«—NIL
if key[T,[h,(k)]]=k then

/I l0sche k aus T, und ersetze es evtl. aus C

p<—hy,(K); T,[p] <-NIL

If 3i: h,(key[C][i]])=p then T,[p]«-C]i]; C[i]«—NIL

SS 2017
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Kuckuckshashing mit Cache

Insert(T,, T,,C,X):
/I key x] schon in Hashtabelle?
If Ji: key|[CJi]]=key[x] then C[|]<—x return
If Tl[h (key[x])]=NIL or key[T,[h;(key[x])]]=key[x] then
T,[h,(key[x])]<Xx; return
if T,h %key[x])] NIL or key[T,[h.(key[x])]]=key[x] then
2[hz(key X])]«—x; return
// nein, dann flge x ein
r=1
while r<d-log n do // d: Konstante >2
x<>T,[hi(key[x])] //tausche e mit Pos. In T,
If x=NIL then return
x<>T,[h,(key[x])] //tausche e mit Pos. In T,
If x=NIL then return

L el |
If 3i: C[i]=NIL then C[i]<—x
else rehash
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Kuckuckshashing mit Cache

Fur zufallige Hashfunktionen kann man (fr ein
etwas aufwandigeres Verfahren) zeigen (aber
das angegebene hat simultiv dieselbe
Eigenschaft):

Satz 13.5: Die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als c
Elemente zu einem Zeitpunkt in C sind, Ist
O(1/n°).

Beweis: aufwandig, hier nicht behandelt

Der Satz gilt auch fur Tabulationshashing.
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Dynamische Hashtabelle

Problem: Hashtabelle ist zu grof3 oder zu klein (sollte nur
um konstanten Faktor abweichen von der Anzahl der
Elemente)

LOsung: Reallokation

 Wahle neue geeignete Tabellengrol3e

« Wahle neue Hashfunktion

« Ubertrage Elemente auf die neue Tabelle

Fur Tabulationshashing kein Problem, da die Tabellen-
grol3e eine 2-Potenz sein kann, aber fur die andere
prasentierte Hashklasse muss die Tabellengrof3e prim sein.
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Dynamische Hashtabelle

Problem: Tabellengrof3e m sollte prim sein
(fur gute Vertellung der Schllssel)

Losung:
e Fir jedes k gibt es Primzahl in [k3,(k+1)3]
« Wahle primes m, so dass me[k?3, (k+1)7]
e Jede nichtprime Zahl in [k3,(k+1)%] muss
Teiler < V(k+1)3 haben
— erlaubt effiziente Primzahlfindung tber
Sieb des Eratosthenes
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Dynamische Hashtabelle

Primzahlbestimmung in {2,3,...,n}:

Sieb des Eratosthenes:

/] Initialisiere gestric

for <2 ton do

gestrichen[i]«—FA

nen-Feld
| SE

/] siebe nichtprime Zahlen aus

fori<-2tovndo
If not gestrichen(i
for j«—1to n/i C

gestrichen|j-i

0,

t

nen

|« TRUE

// gib Primzahlen aus

fori«<-2tondo

If not gestrichen(i] then print |
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Dynamische Hashtabelle

Primzahlbestimmung in [k3,(k+1)3]:
e \WWende Sieb des Eratosthenes mit Werten
von 2 bisV/ (k+1)3 auf [k3,(k+1)3] an.

Laufzeit:

e Es gibt ©(k?) Elemente in [k3, (k+1)7]

 Sieb des Eratosthenes mit Wert | auf
[k3,(k+1)3] : Laufzeit ©(k?/).

o Gesamtlaufzeit: >~ ©(k?/i) = ®(k? In k)=o(m)
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Perfektes Hashing

» Soll nur Suchen unterstltzt werden (d.h. alle Objekte
werden nur zu Beginn eingeflgt), so kann das Hashing
verbessert werden.

» n Objekte werden zu Beginn in Zeit ®(n) eingeflgt.

» Jede Suche bendtigt danach im worst-case Zeit ©(1).

» |ldee wie bei Hashing mit Kollisionsverwaltung. Allerdings
werden nicht Listen zur Kollisionsverwaltung benutzt,

sondern wieder Hashtabellen.

» Verfahren wird perfektes Hashing genannt.
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Perfektes Hashing

Zur Erinnerung:

o Zufallsvariable: X:U—R
e Erwartungswert von X
E[X] = 2,y Prlul-X(u)
= Z..r X-Pr[X=x]

Markov Ungleichung: Fur jede nichtnegative
Zufallsvariable X gilt:

PriX=k-E[X]]<1/k
Bewels:
E[X]=Z, . X-Pr[X=x]=Z, . K-Pr[X=x]=k-Pr[X=K]
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Perfektes Hashing

Ziel. perfekte Hashtabelle

14

19

14

10
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Perfektes Hashing

+ K: feste Menge an Schlusseln
» H_: Familie c-universeller Hashfunktionen auf
{0,...,m-1}

* C(h) far ein heH_: Anzahl Kollisionen zwischen
Elementen in S fUr h, d.h.

C(h) = R(x.y): x,yeK, x=y, h(x)=h(y)}|

10 1 3
C(h)=2+6 =38 5 19
14
SS 2017 Datenstrukturen und Algorithmen -
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Perfektes Hashing

Lemma 13.6: Fur ein uniform zufallig gewéahltes
heH, ist E[C(h)]sc-n(n-1)/m, und fir mindestens
die Halfte der heH_, ist

C(h) = 2c¢-n(n-1)/m.

Bewels:

 Zufallsvariable X, . {0,1} fUr jedes Paar k,k" eK

* X =1 < h(k)=h(k’)

* Esqilt: C(h) = 20 X

* E[C(N)] = 2k E[Xk ] = 2y (€/m) = €-n(n-1)/m
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Perfektes Hashing

far=21/2 der heH, ist C(h)=2c-n(n-1)/m:

e Nach Markov:
PriX = k-E[X]] = 1/k

« Also qilt
Pr[C(h) = 2c:n(n-1)/m] < %
e Da die Hashfunktion uniform zuféallig
gewahlt wird, folgt Behauptung.
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Perfektes Hashing

b": Anzahl Schltsel k mit h(k)=i

Lemma 13.7: C(h) = X2 b"(b,"-1).

Bewels:

» Zufallsvariable C(h): Anzahl Kollisionen in
]

e Esqilt: C(h) =b(b"-1).

e Alsoist C(h) =2 C(h) =2 b"(b"-1).
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Perfektes Hashing

Konstruktion der Hashtabelle:

1) Wahl einer Hashfunktion h fur K:

« Wabhle eine Funktion heH_, mit
C(h) = 2cn(n-1)/(o0 n) = 2cn/a, o konstant
L

emma 13.6: zufallige Wahl mit Wahrscheinlichkeit
=1/2 erfolgreich)

« FuUr jede Position T[i] seien m, = 2¢ b,"(b,"-1)+1 und
K ={keK | h(k)=i}

2) Wahl einer Hashfunktion h, flr jedes S;:
« Wahle eine Funktion h;eH_ mit C(h;,)<1

Q_emma 13.6; zufallige Wahl mit Wahrscheinlichkeit
=1/2 erfolgreich)
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Perfektes Hashing

3 5 10 14 19
Grofde m
i j
h. h,
rofde m, Grof3e m
10| 5 14 | 19

Keine Kollisionen in Subtabellen
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Perfektes Hashing

T]_ Si’hi Sj’hj
wl+...+mi//0ﬁsets fir T,
T, ‘10 5 ‘ ‘ 14 | 19 1 ‘

TabellengroRe: > m. <>, (2cb"(b"-1)+1) < 4c?n/a + an
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Perfektes Hashing

Satz 13.8: Fur jede Menge von n Schlusseln gibt es eine perfekte
Hashfunktion der Grél3e ®(n), die in erwarteter Zeit ®(n) konstruiert
werden kann.

Beweis: Betrachte den folgenden Algorithmus.

FKS-Hashing(S)

repeat erwartet O(1) Laufe (siehe Folie 68)
h < random-hash(H
until C(h)<2cn/a O(n) Zeit

for 1<-0 to m-1 do

repeat erwartet O(1) Laufe (siehe Folie 68)
h, <~ random-hash(H,,)
until C(h)<1 O(b") Zeit

Insgesamt also erwartete Laufzeit O(n).
Speicherplatz O(n): siehe Folie 70
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