17. All Pairs Shortest Path (APSP)

All Pairs Shortest Path (APSP) Problem:
 Eingabe: Gewichteter Graph G=(V,E)

 Ausgabe: Fur jedes Paar von Knoten u,veV die Distanz
von u nach v (und evtl. einen kirzesten Weg)

bO 4 c
a b [c |d |e |[f 5 LN,
a |0 |1 |5 |5 |10(9 yd L \Qf
b | [0 |4 |5 [10]09 aO\ 6 9 /
5 -1
c |o |-3]0 |1 |6 |5 OO
d |o 4]0 |0 |5 |4 d
e |o |5 |8 |9 [0 |-1
f |loo |0 |0 |0 |oo |0
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All Pairs Shortest Path

All Pairs Shortest Path (APSP):
 Eingabe: Gewichteter Graph G=(V,E)

 Ausgabe: Fur jedes Paar von Knoten u,veV die Distanz
von u nach v (und evtl. einen kirzesten Weg)

a |b |c |d |e |f O—’Q
a |0 |1 |5 |5 [10]9
b |w |0 [4 |5 [10]09 \ 6 °
c |o |-3]/0 |1 (6 |5 Q
d |o [-4 |0 |0 |5 |4
e |o |5 (8 |9 (0 |-1
f |loo |0 |0 |0 |oo |0
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All Pairs Shortest Path

Eingabe APSP:
* Matrix W=(w;), die Graph reprasentiert

"0 , wenn i=j
w;=< Gewicht der ger. Kante (i,j), wenn iz und (i,j) €E
L o , wenn iz und (i,j) ¢E
a |b |c (d |e |f
a |0 [2 |©o |5 [ |© o 4 c
b [0 |0 |4 |0 |© | 2 Q _ v
C |o |0 [0 |1 o |7 / , \ f
a Q ) 6 8 O
d |©o |46 |0 |5 | \ /
5 -1
e |©o |©o |8 | |0 |-1 SN
<)d ) Qe
f oo |oo [0 |00 |0 |0
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All Pairs Shortest Path

Eingabe APSP:
* Matrix W=(w;), die Graph reprasentiert

"0 , wenn i=j
w;=< Gewicht der ger. Kante (i,j), wenn iz und (i,j) €E
L o© , wenn iz und (i,j)gE
a |b |c (d |e |f
a |0 [2 |©o |5 [ |© o 4 c
b [0 |0 |4 |0 |© | 2 Q Q v
C |o |0 [0 |1 o |7 / , \ f
a Q ) 6 8 O
d |©o |46 |0 |5 | \ /
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All Pairs Shortest Path

Eingabe APSP: . Annahme:
Keine negativen Zyklen!
* Matrix W=(w;), die Graph reprasentiert

"0 , wenn i=j
w;=< Gewicht der ger. Kante (i,j), wenn iz und (i,j) €E
L o , wenn iz und (i,j) ¢E
a |b |c (d |e |f
a |0 |2 |o |5 |w |w©
b | [0 [4 |o© |0 | Q—>© v
c |o |0 [0 |1 oo |7 / \Qf
8
d |©o |46 |0 |5 | \ /
o |oo [8 | [0 1 > 1
fe 0 |00 |0 |0 |0 |0 Od ° Qe
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All Pairs Shortest Path

« Nummeriere Knoten von 1 bis n=|V]|

« Betrachte kirzeste I-|-Wege, die nur Uber Knoten
1 bis k laufen

1 |2 |3 |4 |5 |6 k=3 .
2 4
110 |2 |6 |5 |o |13 , Q—»Q ,
2 o [0 |4 |5 |0 |11 / \
o [ o

3 |w |0 |0 [1 |0 |7 Q 6 8
4 |o |-4 |0 |0 |5 |7 \Q Q/
5 |o |0 |8 |9 [0 |1 4 2 5
6 |oo |0 |oo |oo |oo |0
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All Pairs Shortest Path

« Nummeriere Knoten von 1 bis n=|V]|
« Betrachte kirzeste I-|-Wege, die nur Uber Knoten

1 bis k laufen

1 (2 |3 |4 |5 |6
1 |10 |2 |6 |5 | |13
2 |o |0 |4 |5 |0 |11
3 | |0 [0 |1 [0 |7
4 o [-4l0 |0 |5 |7
5 | |0 |8 |9 [0 [-1
6 |oo |oo |o |0 [0 |0

k=3
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All Pairs Shortest Path

e Sei G ein Graph ohne negative Zyklen und sei j von i aus
erreichbar. Dann gibt es einen klrzesten i-]-Weg, der
keinen Knoten doppelt benutzt.

 Wir kbnnen also annehmen, dass jeder Knoten in jedem
Weg maximal einmal vorkommt

o Betrachte i-]-Weg, der nur Uber Knoten aus {1,...,k} lauft:

k

O
/ \
—O O—0);
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All Pairs Shortest Path

e Sei G ein Graph ohne negative Zyklen und sei j von i aus
erreichbar. Dann gibt es einen klrzesten i-]-Weg, der
keinen Knoten doppelt benutzt.

 Wir kbnnen also annehmen, dass jeder Knoten in jedem
Weg maximal einmal vorkommt

o Betrachte i-]-Weg, der nur Uber Knoten aus {1,...,k} lauft:

Knoten k tritt maximal
einmal auf

k =
\Q\Q j

e
—O
o
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All Pairs Shortest Path

e Sei G ein Graph ohne negative Zyklen und sei j von i aus
erreichbar. Dann gibt es einen klrzesten i-]-Weg, der
keinen Knoten doppelt benutzt.

 Wir kbnnen also annehmen, dass jeder Knoten in jedem
Weg maximal einmal vorkommt

o Betrachte i-]-Weg, der nur Uber Knoten aus {1,...,k} lauft:

Weg von i nach k fuhrt nur
uber Knoten aus {1,...,k-1}

VO
o0

O—0
o O
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All Pairs Shortest Path

e Sei G ein Graph ohne negative Zyklen und sei j von i aus
erreichbar. Dann gibt es einen klrzesten i-]-Weg, der
keinen Knoten doppelt benutzt.

 Wir kbnnen also annehmen, dass jeder Knoten in jedem
Weg maximal einmal vorkommt

o Betrachte i-]-Weg, der nur Uber Knoten aus {1,...,k} lauft:

Weg von k nach j fahrt nur

y Uber Knoten aus {1,...,k-1}
oY
O—O O—0;

o
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All Pairs Shortest Path

Die Rekursion:
o Kdirzester I-]-Weg Uber Knoten aus {1,...,k} ist
o (a) klrzester I-]-Weg Uber Knoten aus {1,...,k-1} oder

e (b) kurzester i-k-Weg Uber Knoten aus {1,...,k-1} gefolgt
von klrzestem k-j-Weg uber Knoten aus {1,...,k-1}

k

Fall (b): ®
/ ~
—QO O—e@ .
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All Pairs Shortest Path

Die Rekursion:
¢ Sel diﬁk) die Lange eines klrzesten iI-j-Wegs mit Uber
Knoten aus {1,...,k}

~

(k) Wi . falls k=0

d;j =9 : k1) (k1)
"7 min(d; ., d,  +dyg ), falls k>1

.

: (n) n .
e MatrixD =(d f,- )) enthalt die gesuchte Losung
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All Pairs Shortest Path

Floyd-Warshall(W,n)
1. DV W

2. fork«~1tondo

3. fori-ltondo
4. for «-1to ndo
5

6

(k-1)

Y (k1)
,dik +dyg )

(k) ) (k-1
d ij < m|n(d ij

(n)
. return D
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All Pairs Shortest Path

2 4 3

2 |3 |4 |5 |6 1 12 (3 |4 |5
1 2 |o |[D | |®© 1
2 0 |4 |0 |0 | 2
3 o [0 |1 |0 |7 3
4 4 |6 [0 |5 |« 4
5 o |8 |o |0 |-1 5
© 6 0 oo |0 |0 |0 Dm 6
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All Pairs Shortest Path

2

4 3

1 12 |3 |4 |5 |6 1 12
1 10 (2 |oo |3 |o© |00 1 |0 |2
2 |©o |0 |4 | |0 |© 2
3 | |o [0 |1 |0 |7 3
4 |-3 14 |6 |0 |5 | 4
5 | | |8 | |0 |-1 S
© 6 |0 |0 |0 |0 |0 |0 Dm 6
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4 3

1 12 [3 |4 |5 |6 1 |2
1 |0 (2 oo [S |00 | 1 |0 |2
2 oo |0 |4 |© |0 |0 2 |o |0
3 | |o [0 |1 |0 |7 3
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All Pairs Shortest Path

2

4 3

1 12 [3 |4 |5 |6 1 |2 4
1 |0 (2 oo [S |00 | 1 |0 |2 5
2 |o [0 [4 |0 |00 | 2 |o |0 00
3 |o [0 |0 |1 |00 |7 3 |oo |00 1
4 |-3 14 |6 |0 |5 | 4
5 | | |8 | |0 |-1 5
© 6 |0 |0 |0 |0 |0 |0 Dm 6
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All Pairs Shortest Path
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All Pairs Shortest Path

2

4 3

1 12 |3 |4 |5 |6 1 12 |3 |4 6
1 |0 |2 |o |5 |0 | 1 |10 [2 | |5 o0
2 |o [0 [4 |0 |00 | 2 |o [0 |4 | 0
3 |©o |0 [0 |1 |oo |7 3 |©o |0 [0 |1 7
4 |1-3 14 |6 [0 |5 | 4 (-3 |-1 |6 |0 o0
5 oo [0 |8 |0 |0 [-1 5 |oo [0 |8 | -1
© 6 |0 |0 |0 |0 |0 |0 Dm 6
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All Pairs Shortest Path

4 3

1 12 |3 |4 |5 |6 1 12
1 10 (2 |oo |5 |o© |00 1 |0 |2
2 |©o |0 [4 | |© | 2
3 | |o [0 |1 |0 |7 3
4 |-31-116 |0 |5 | 4
5 | | |8 | |0 |-1 S
0 6 |0 |0 |0 |0 |0 |0 D(Z) 6
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4 3
1 12 [3 |4 |5 |6 1 (2 |3 |4
1 |0 |2 | |5 | | 1 (0 (2 |6 |5
2 |0 |0 |4 |o |0 |0 2 |o |0 |4 |
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All Pairs Shortest Path

2

4 3

1 (2 |3 |4 |5 |6 1 (2 |3 |4 6
1 |0 |2 | [5 |0 | 1 (0 (2 |6 |5 00
2 |o [0 [4 |0 |00 | 2 |o [0 |4 | 0
3 |©o |0 [0 |1 |oo |7 3 |©o |0 [0 |1 7
4 |-31-116 |0 |5 | 4 |1-31-1 13 |0 00
5 oo [0 |8 |0 |0 [-1 5 |oo [0 |8 | -1
0 6 |0 |0 |0 |0 |0 |0 D(Z) 6
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All Pairs Shortest Path

1 12 |3 |4 |5 |6 1 12 |3 |4 6
1 10 (2 |6 |5 | |[x 1 |0 |2 |6 |5 13
2 |©o |0 |4 | |0 |© 2
3 | |o [0 |1 |0 [/ 3
4 |-3 -1 (3 |0 |5 | 4
5 | | |8 | |0 |-1 S
@) 6 |0 |0 |0 |0 |0 |0 D(3) 6
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@ 0.,

1 |12 |3 |4 |5 |6 1 12 |3 |4 6
1 |0 [2 |6 |5 | | 1 |0 (2 |6 |5 13
2 |o |0 [4 | |0 [ 2 |wo [0 |4 |5 11
3 | |o [0 |1 |0 [/ 3
4 [-31-1]3 |0 |5 |w 4
5 | | |8 | |0 |-1 5
@) 6 |0 |0 |0 |0 |0 |0 D(3) 6
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1 12 |3 |4 |5 |6 1 12 |3 |4 6
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All Pairs Shortest Path
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4

1 12 |3 |4 |5 |6 1 12 |3 |4 6
1 [0 |2 |6 |5 | | 1 (0 |2 |6 |5 13
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All Pairs Shortest Path

2 4 3

1 12 |3 |4 |5 |6 1 |2 5 |6
1 (0 |2 |6 |5 | |13 1 10 |2 10 | 13
2> o |0 |4 |5 | |11 2
3 | |o [0 |1 |0 |7 3
4 |1-3|-113 |0 (5 |10 4
5 |o | |8 |9 |0 |-1 5
) 6 |0 |0 |0 |0 |0 |0 D(4) 6
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4 3
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1 (0 |2 |6 |5 |o [13 1 (0 |2 |6 |5 |10 |13
2 |o |0 |4 |5 |0 |11 2 12 |0 (4 |5 |10 (11
3 |w |w |0 |1 |o |7 3 [2 1o [o [1 [6 [7
4 -3 113 (0 |5 |10 4
5 |w |w |8 |9 [0 |1 5
) 6 |0 |0 |0 |0 |0 |0 D(4) 6
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All Pairs Shortest Path
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1 12 |3 (4 |5 |6 1 12 5

1 (0 (2 |6 |5 |10|13 1 |10 |2 10
2 12 |0 |4 |5 |10|11 2
3 1-2(0 |0 |1 |6 |7 3
4 1-3(-1|3 (0 |5 |10 4
516 (8 {8 |9 [0 |-1 S
(4) 6 lw oo lo lo lw |0 D(5) 5
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4 3
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All Pairs Shortest Path

Satz 17.1:

Sei G=(V,E) ein Graph mit nicht-negativen Zyklen. Dann
berechnet der Algorithmus von Floyd-Warshall die
Entfernung zwischen jedem Knotenpaar in O(|V[3) Zeit.
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All Pairs Shortest Path

Aufrechterhalten der klrzesten Wege:

o Konstruiere Vorgangermatrix I'l

Dazu konstruiere Sequenz 11",..., T1" mit 1= 11"
1" ist Vorgangermatrix zu DY

. ;" ist Vorganger von Knoten j auf dem kiirzesten Weg
von Knoten | Uber Knoten aus {1,...,k}

Die Startmatrix:

© J nil , falls i=j oder wj=co
i =73 - .
’ | , falls i) und w; <co
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All Pairs Shortest Path

Aufrechterhalten der klirzesten Wege:

o Konstruiere Vorgangermatrix I1

Dazu konstruiere Sequenz I1",..., 11" mit 1= 11"

" ist Vorgangermatrix zu D"

» n;ist Vorganger von Knoten j auf dem kiirzesten Weg
von Knoten | Uber Knoten aus {1,...,k}

Das Aktualisieren:

( k-1) -1) (k-1) (k-1)
Y falls i <dy |+ dy

J
(k-1) (k-1) (k-1) (k-1)
L Tckj , fa”S d'J > d|k dkj
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