20. Dynamische Programmierung

Gierige Algorithmen:
e Berechne LOsung schrittweise
* Injedem Schritt mache lokal optimale Wahl

Anwendbar:

 Wenn optimale L6sung durch lokal optimale Wahl zu
einer optimalen LOosung erweiterbar ist.

Algorithmen:
e Scheduling Probleme
o Optimale Prafix-Kodierung (Huffman Codes)
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20. Dynamische Programmierung

Divide&Conquer:
e Teile Problem in Teilprobleme auf.

« Kombiniere optimale Losungen der Teilprobleme zu einer
optimalen L6sung fur das Ausgangsproblem.

Anwendbar:

 Wenn Problem in Teilprobleme zerlegbar ist, deren Losungen
zU einer Losung des Gesamtproblems kombinierbar sind.

Algorithmen:
 Mergesort
e Strassens Methode der Matrixmultiplikation
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20. Dynamische Programmierung

Divide&Conquer:
e Teile Problem in Teilprobleme auf.

« Kombiniere optimale Losungen der Teilprobleme zu einer
optimalen L6sung fur das Ausgangsproblem.

Anwendbar:

 Wenn Problem in Teilprobleme zerlegbar ist, deren Losungen
zU einer Losung des Gesamtproblems kombinierbar sind.

Problem:

 Es kann bel rekursiven Aufrufen vorkommen, dass
Teilprobleme mehrfach geldst werden!
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20. Dynamische Programmierung

Divide&Conquer:
e Teile Problem in Teilprobleme auf.

« Kombiniere optimale Losungen der Teilprobleme zu einer
optimalen L6sung fur das Ausgangsproblem.

Anwendbar:

 Wenn Problem in Teilprobleme zerlegbar ist, deren Losungen
zU einer Losung des Gesamtproblems kombinierbar sind.

LOosung: dynamische Programmierung
e Speichern einmal berechneter Losungen in einer Tabelle
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Dynamische Programmierung

Typische Anwendung fur dynamisches
Programmieren: Optimierungsprobleme

Eine optimale Losung flr das Ausgangsproblem
setzt sich aus optimalen Losungen fur kleinere
Probleme zusammen.
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Definition:
o Seien X=(Xq,...,Xym) und Y=(y4,...,¥s) Zwel Folgen, wobel
Xi, ¥j € A flr ein endliches Alphabet A.

 Dann heil3t Y Teilfolge von X, wenn es aufsteigend
sortierte Indizes Iy,...,I, gibt mit x; = y; furj =1,...,n.
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Definition:
o Seien X=(Xq,...,Xym) und Y=(y4,...,¥s) Zwel Folgen, wobel
Xi, ¥j € A flr ein endliches Alphabet A.

 Dann heil3t Y Teilfolge von X, wenn es aufsteigend
sortierte Indizes Iy,...,I, gibt mit x; = y; furj =1,...,n.
Beispiel:
FolgeY |B|C|A|C
Folge X |A|B|A|C|A|B|C
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Xi, ¥j € A flr ein endliches Alphabet A.
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Definition:
o Seien X=(Xq,...,Xym) und Y=(y4,...,¥s) Zwel Folgen, wobel
Xi, ¥j € A flr ein endliches Alphabet A.

 Dann heil3t Y Teilfolge von X, wenn es aufsteigend
sortierte Indizes Iy,...,I, gibt mit x; = y; furj =1,...,n.

Beispiel:
FolgeY [B|C|A|[C
Folge X [A|B|A|C|A|B|C

o Y ist Teilfolge von X, wahle (iy,i,i3,14) = (2,4,5,7)
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Definition:
e Selen X, Y, Z Folgen uber A.

 Dann heil3t Z gemeinsame Telilfolge von X und Y, wenn
Z Teilfolge sowohl von X als auch von Y ist.

SS 2017 DuUA - Kapitel 20
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Definition:
e Selen X, Y, Z Folgen uber A.

 Dann heil3t Z gemeinsame Telilfolge von X und Y, wenn
Z Teilfolge sowohl von X als auch von Y ist.

Beispiel:
FolgeZ [B|C|A|C

Folge X [A|B|A|C|A|B|C

FolgeY |B|/A|C|C|A|B|B|C

o Zist gemeinsame Teilfolge von X und Y
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Definition:

e Selen X, Y, Z Folgen uber A.

« Dann helldt Z langste gemeinsame Teilfolge von X und
Y, wenn Z gemeinsame Tellfolge von X und Y ist und es

keine andere gemeinsame Teilfolge von X und Y gibt,
die grol3ere Lange als Z besitzt.
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Definition:
e Selen X, Y, Z Folgen uber A.

« Dann helldt Z langste gemeinsame Teilfolge von X und
Y, wenn Z gemeinsame Tellfolge von X und Y ist und es
keine andere gemeinsame Teilfolge von X und Y gibt,
die grol3ere Lange als Z besitzt.

Beispiel:
Folge X |[A|B|A|C|A(B|C

Folge Y [B|A|C|C|A|B|B|C
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Definition:
e Selen X, Y, Z Folgen uber A.

« Dann helldt Z langste gemeinsame Teilfolge von X und
Y, wenn Z gemeinsame Tellfolge von X und Y ist und es
keine andere gemeinsame Teilfolge von X und Y gibt,
die grol3ere Lange als Z besitzt.

Beispiel:
Folge X |[A|B|A|C|A(B|C

Folge Y |IB|A|C|C|A|B|B|C

Folge Z,|B|C|A|C
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Definition:

e Selen X, Y, Z Folgen uber A.

« Dann helldt Z langste gemeinsame Teilfolge von X und
Y, wenn Z gemeinsame Tellfolge von X und Y ist und es

keine andere gemeinsame Teilfolge von X und Y gibt,
die grol3ere Lange als Z besitzt.

Beispiel:
Folge X |[A|B|A|C|A|B|C Langste Teilfolge
hat Lange 6
Folge Y |IB|A|C|C|A|B|B|C
Folge Z,|B|C|A|C Folge Z, |IB|A|C|A|C
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Eingabe:
* Folge X=(xXy,...,Xn)
* Folge Y=(Y4,...,Yn)

Ausgabe:

« Langste gemeinsame Tellfolge Z
(Longest Common Subsequence)

SS 2017 DuUA - Kapitel 20
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Eingabe:
* Folge X=(xXy,...,Xn)
* Folge Y=(Y4,...,Yn)

Ausgabe:

« Langste gemeinsame Tellfolge Z
(Longest Common Subsequence)

Beispiel:
Folge X |A|B|C|B|D|A|B

FolgeY |B|D|C|A|B|A

SS 2017 DuUA - Kapitel 20
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Algorithmus:
 Erzeuge alle mdglichen Teilfolgen von X
« Teste fur jede Teilfolge von X, ob auch Teilfolge von Y

 Merke zu jedem Zeitpunkt bisher langste gemeinsame
Tellfolge

Laufzelt:
o 2™ mogliche Tellfolgen
 Exponentielle Laufzeit!
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Satz 20.1:

Seien X=(Xy,...,Xy) und Y=(y4,...,y,,) beliebige Folgen und
sel Z=(z4,...,Z,) eine langste gemeinsame Teilfolge von
X und Y. Dann qilt

1. IstXy, =Yg dannist z, = X, = Y, und (z4,...,2¢.1) ist eine
langste gemeinsame Tellfolge von (Xy,...,Xm.1) und
(yl,---,Yn-l)-

SS 2017 DuUA - Kapitel 20 23



Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Satz 20.1:

Seien X=(Xy,...,Xy) und Y=(y4,...,y,,) beliebige Folgen und
sel Z=(z4,...,Z,) eine langste gemeinsame Teilfolge von
X und Y. Dann qilt

1. IstXy, =Yg dannist z, = X, = Y, und (z4,...,2¢.1) ist eine
langste gemeinsame Tellfolge von (Xy,...,Xm.1) und
(yl,---,Yn-l)-

2. Istxy, #Yy,und z, # X,,, dann ist Z eine langste
gemeinsame Teilfolge von (Xy,...,Xm.1) und Y.
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Satz 20.1:

Seien X=(Xy,...,Xy) und Y=(y4,...,y,,) beliebige Folgen und
sel Z=(z4,...,Z,) eine langste gemeinsame Teilfolge von
X und Y. Dann qilt

1. IstXy, =Yg dannist z, = X, = Y, und (z4,...,2¢.1) ist eine
langste gemeinsame Tellfolge von (Xy,...,Xm.1) und
(yl,---,Yn-l)-

2. Istxy, #Yy,und z, # X,,, dann ist Z eine langste
gemeinsame Teilfolge von (Xy,...,Xm.1) und Y.

3. Istxm #Yy,und z, #y,, dann ist Z eine langste
gemeinsame Teilfolge von X und (y4,...,Yn-1)-
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Satz 20.1:

Seien X=(Xy,...,Xy) und Y=(y4,...,y,,) beliebige Folgen und
sel Z=(z4,...,Z,) eine langste gemeinsame Teilfolge von
X und Y. Dann qilt

1. IstXy, =Yg dannist z, = X, = Y, und (z4,...,2¢.1) ist eine
langste gemeinsame Tellfolge von

(X1,.-sXm-1) UNd (Y1,-.,¥Yn-1)-

2. Istxy, #Yy,und z, # X, dann ist Z eine langste
gemeinsame Teilfolge von (Xi,...,Xm.1) und Y.

3. Istxm #Yy,und z, #y,, dann ist Z eine langste
gemeinsame Teilfolge von X und (Y4,..-,Yn-1)-
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Lemma 20.2:

Sei CJi][j] die Lange einer langsten gemeinsamen Teilfolge
von (Xg,...,X) und (yy,...,y;). Dann gilt:

0 falls i =0 oder j=0
Clil[j1=+
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Lemma 20.2:

Sei CJi][j] die Lange einer langsten gemeinsamen Teilfolge
von (Xg,...,X) und (yy,...,y;). Dann gilt:

0 falls i =0 oder j=0
Clil[j1=-<C[i-1[j-1]+1 fallsi, j>0und x, =,
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Lemma 20.2:

Sei CJi][j] die Lange einer langsten gemeinsamen Teilfolge
von (Xg,...,X) und (yy,...,y;). Dann gilt:

0 falls i =0 oder j=0
Clil[j1=<C[i-1[]j-1]+1 fallsi, j>0und x, =y,
\max{C[i ~1[j1,CLI[j -1} fallsi, j>0und x, =y,
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Lemma 20.2:

Sei CJi][j] die Lange einer langsten gemeinsamen Teilfolge
von (Xg,...,X) und (yy,...,y;). Dann gilt:

0 falls i =0 oder j=0
Clil[j1=<C[i-1[]j-1]+1 fallsi, j>0und x, =y,
\max{C[i ~1[j1,CLI[j -1} fallsi, j>0und x, =y,

Beobachtung:

Rekursive Berechnung der CJi][j] wurde zu Berechnung
Immer wieder derselben Werte flhren. Dieses ist
Ineffizient. Berechnen daher die Werte CJi][j] iterativ,
namlich zeilenweise.
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

LCS-Lange(Array X, Y)
m <« length[X]
n <« length[Y]
new array C[O,..,m][0,..,n]
fori< O0tomdo C[i][0] « O
forj«< O0Otondo C[O][j]« O
fori<-1tomdo

forj«-1tondo

» Langenberechnung(X, Y, C, |, ))

return C

© 00N Ok owDhE
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forj«< O0Otondo C[O][j]« O
fori<-1tomdo

forj«-1tondo
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

LCS-Lange(Array X, Y)

m < length[X] Tabelle fiir die
n < length[Y] CIi][j] Werte
new array C[0,..,m][0,..,n] anlegen.

fori<- 0tomdo C[i][0] « O
forj«< O0Otondo C[O][j]« O
fori<1tomdo
forj«-1tondo
» Langenberechnung(X, Y, C, i, j)
return C

© 00N Ok owDhE
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

LCS-Lange(Array X, Y)

m <« length[X]
N < length[Y]
new array C[O,..,m][0,..,n] Erste Spalte
for i < 0to m do C[i][0] « O der Tabelle

auf 0 setzen.

forj«< O0Otondo C[O][j]« O
fori<-1tomdo
forj«-1tondo
» Langenberechnung(X, Y, C, i, j)
return C

© 00N Ok owDhE
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

LCS-Lange(Array X, Y)

m <« length[X]
n < length[Y]
new array C[O,..,m][0,..,n] = .y
. . rste Reihe
fori< O0tomdo C[i][0] « O der Tabelle

forj«< O0tondo C[O][j]« O auf O setzen.

fori<-1tomdo
forj«-1tondo
» Langenberechnung(X, Y, C, i, j)
return C

© 00N Ok owDhE
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

LCS-Lange(Array X, Y)
m <« length[X]
n <« length[Y]
new array C[O,..,m][0,..,n]
fori< O0tomdo C[i][0] « O
forj«< O0Otondo C[O][j]« O
fori< 1tomdo

forj«<-1tondo

» Langenberechnung(X, Y, C, |, ))

return C

© 00N Ok owDhE
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Langenberechnung(Array X, Y, C, 1, |)
1. if x=y;then C[i][j] < C[i-1][]-1] +1

2. else
3. if C[i-1][j] > C[il[j-1] then CIi][j] « C[i-1][j]
4 else C[i][j] « CIil[j-1]
0 falls i =0 oder j=0
Clil[i1=<C[i-1[]j-1]+1 fallsi, j>0und x =y,
‘maxiC[i —1][j],C[i][j-1I} fallsi, j>0undx =V,
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Langenberechnung(Array X, Y, C, 1, |)
1. if x=y;then C[i][j] < C[i-1][]-1] +1

2. else
3. if C[i-1][j] > C[il[j-1] then CIi][j] « C[i-1][j]
4 else C[i][j] « CIil[j-1]
0 falls i =0 oder j=0
Clil[i1=<C[i-1[]j-1]+1 fallsi, j>0und x =y,
max{C[i —1][j],C[i][j -1} fallsi, j>0und x, =y,
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

LCS-Lange(Array X, Y)
m <« length[X]
n <« length[Y]
new array C[O,..,m][0,..,n]
fori< O0tomdo C[i][0] « O
forj«< O0Otondo C[O][j]« O
fori<-1tomdo

forj«-1tondo

» Langenberechnung(X, Y, C, |, ))

return C

© 00N Ok owDhE
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

j o0 1 2 3 4 5 6
y B D C A B A

|

0 X
1 A
2 B
3 C
4 B
5 D
6 A
7 B
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

j 0o 1 2 3 4 5 6
y B D C A B A

|

0 Xi 0
1 A 0
2 B 0
3 C 0
4 B 0
5 D 0
6 A 0
7 B 0
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

j o0 1 2 3 4 5 6
y B D C A B A

x

0 0 0 0 0 0

~N~ OO O A WODN PP O —
W > O Wm0 W >
O OO O0O|l0O0O|lO |0 |0
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

j o0 1 2 3 4 5 6
y B D C A B A

x

0 0 0 0 0 0

~N~ OO O A WODN PP O —
o > O WO W
O OO O0O|l0O0O|lO |0 |0
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

j o0 1 2 3 4 5 6
y B D C A B A

x

0 0 0 0 0 0

~N~ OO O A WODN PP O —
o > OW O Wi>x
O OO 0O0O|l0O0O|O0O |0 |0O
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

j 0o 1 2 3 4 5 6
y B D Cc A B A

x

0 0 0 0 0 0

~N~ OO O A WODN PP O —
o > OW O Wi>x
O OO O0O|l0O0O|lO|0O0|0O

SS 2017 DuUA - Kapitel 20 48



Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

j 0o 1 2 3 4 5 6
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

j 0o 1 2 3 4 5 6
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x
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

j 0o 1 2 3 4 5 6
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

j 0o 1 2 3 4 5 6
y B D C A B A

x

0 0 0 0 0 0

~N~ OO O A WODN PP O —
o > OW O Wi>x
O OO 0O|l0O0O|lO0O|0O0 |0

SS 2017 DuUA - Kapitel 20 58



Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge
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Langste gemeinsame Teilfolge
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

Lemma 20.3:

Der Algorithmus LCS-Lange hat Laufzeit O(nm), wenn die
Folgen X,Y Lange n und m haben.

Lemma 20.4:

Die Ausgabe der langsten gemeinsamen Tellfolge anhand
der Tabelle hat Laufzeit O(n+m), wenn die Folgen X,Y
Lange n und m haben.
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Dynamische Programmierung
Langste gemeinsame Teilfolge

1. Bestimme rekursive Struktur einer optimalen Losung.

2. Entwerfe rekursive Methode zur Bestimmung des
Wertes einer optimalen Losung.

3. Transformiere rekursive Methode in eine iterative
Methode zur Bestimmung des Wertes einer optimalen
Losung.

4. Bestimme aus dem Wert einer optimalen Losung und
den in 3. berechneten Zusatzinformationen eine
optimale Losung.
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Fraktionales Rucksack-Problem

» Gegeben sind n Gegenstande. Der I-te Gegen-
stand besitzt Wert v. und Gewicht g;. Ausserdem

Ist eine Gewichtsschranke W gegeben.

> Zulassige Losungen sind Zahlen a, € [0,1] mit
n
> a0, <W.
=1

» Gesucht ist eine zulassige Losung a,,...,a, mit
moglichst groiem Gesamtwert

n
> ayv.
i=1
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· Gegeben sind n Gegenstände. Der i-te Gegen-
   stand besitzt Wert 
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Gesucht ist eine zulässige Lösung 
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Gierige LOosung des fraktionalen Rucksack-Problems

Algorithmus Gieriges-Einpacken:
1. Sortiere die Verhéltnisse v;/g; absteigend. Sei

Va0)/9x0) 2 Va(2)/9x2) 2 Va)/ Da(n)

far Permutation = auf (1,...,n).

k
2. Bestimme maximales k, so dass noch gilt Z_llgnm =W,
3. Setze &;q) = &,(2) =" = &,4) =1 ynd setze
Kk
L W2 9
n(k+1) — .
O (ks1)

Alle anderen a, setze auf O.
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Algorithmus Gieriges-Einpacken:


1. Sortiere die Verhältnisse vi / gi absteigend. Sei 
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Gieriges Einpacken ist optimal

Satz 20.5: Gieriges Einpacken l0st das fraktionale
Rucksackproblem optimal.

Beweis:

» Sei (g,v,W) ein beliebiges fraktionales Rucksackproblem mit
g:{1,...,n}—>N, v{l,...,n}>N und WeN.

» Betrachte das Rucksackproblem (g",v",W), flr das fir jeden
Gegenstand i im originalen Rucksackproblem g; Stlicke mit Gewicht
0 =1 und Wert v’ =v,/g, existieren. Sei n' =%, g; die daraus
resultierende Anzahl an Gegenstanden. Offensichtlich sind die
optimalen Werte fir beide Probleme identisch.

e Sei S'{1,...,n"} eine optimale Ldsung fur (g",v",W). Dann gilt
far alle je{1,...,n"\S", dass v'; < min;_g v, ist. (Sonst wirde ein
Austausch den Wert verbessern.)

» Da der Wert von S° dem des gierigen Einpackens fur (g,v,W)

entspricht, folgt Satz 20.5.
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Das Rucksackproblem:
 Rucksack mit begrenzter Kapazitat

* Objekte mit unterschiedlichem Wert und
unterschiedlicher Grofe

« Wir wollen Objekte von mdglichst grof3em Gesamtwert
mitnehmen

SS 2017 DuUA - Kapitel 20

84



Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel:

 Rucksackgrol3e 6

Grofie 5 2 1 3 7 4
Wert 11 5 2 8 14 9
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel:

 Rucksackgrol3e 6

Grofie 5 2 1 3 7 4
Wert 11 5 2 8 14 9

e Objekt 1 und 3 passen und haben Gesamtwert 13
e Optimal?
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel:

 Rucksackgrol3e 6

Grofie 5 2 1 3 7 4
Wert 11 5 2 8 14 9

e Objekt 1 und 3 passen und haben Gesamtwert 13
e Optimal?
 Objekt 2, 3 und 4 passen und haben Gesamtwert 15!

SS 2017

DuA - Kapitel 20
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Das Rucksackproblem (Optimierungsversion):

e Eingabe: n Objekte {1,...,n};
Objekt | hat ganzz. pos. Grofde g[i] und Wert v]i];
Rucksackkapazitat W

« Ausgabe: Menge Sc{1,...,n} mitifég[i] <W und

maximalem Wert _st[i]
le
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Herleiten einer Rekursion:

e Sel O optimale Losung

* Bezeichne Opt(i,w) den Wert einer optimalen Losung
aus Objekten 1 bis | bel Rucksackgrofde w

Unterscheide, ob Objekt nin O ist:

e Fall 1(n nicht in O):
Opt(n,W) = Opt(n-1,W)
 Fall2 (ninO):
Opt(n,W) = v[n] + Opt(n-1,W-g[n])

SS 2017 DuUA - Kapitel 20
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Rekursion:

o Opt(i,0)= 0 far O<i<n

e Opt(0,i)= 0 fur O<iKW

e Wenn w<g[i] dann Opt(i,w) = Opt(i-1,w)

e Sonst,
Opt(i,w) = max{Opt(i-1,w), V[i] + Opt(i-1,w-g[i])}
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Rekursion: 2 et o
« Opt(i,0)= 0 flr 0<i<n Rucksack

e Opt(0,)= 0 fur O<iKW

 Wenn w<d[i] dann Opt(i,w) = Opt(i-1,w)

e Sonst,
Opt(i,w) = max{Opt(i-1,w), V[i] + Opt(i-1,w-g[i])}
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

i _ Kein Objekt
Rekursion: steht zur

e Opt(i,0)= 0 fir 0<i<n Auswahl
e Opt(0,)= 0 fur O<IKW
e Wenn w<g[i] dann Opt(i,w) = Opt(i-1,w)

e Sonst,
Opt(i,w) = max{Opt(i-1,w), V[i] + Opt(i-1,w-g[i])}
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Rekursion:
o Opt(i,0)= 0 far O<i<n
e Opt(0,i)= 0 furr 0<i<W

Passt aktuelles
Objekt in den
Rucksack?

7z

 Wenn w<g[i] dann Opt(i,w) = Opt(i-1,w)

e Sonst,

Opt(i,w) = max{Opt(i-1,w), V[i] + Opt(i-1,w-g[i])}

SS 2017

DuA - Kapitel 20
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Rekursion:

« Opt(i,0)= 0O fur 0<i<n : :
. | .

« Opt(0,)= 0 fur 0<i<W Rgﬂirs\i/oer:wen e

 Wenn w<q]i] dann Opt(i,w) = Opt(i-1,w) —~ —

e Sonst,
Opt(i,w) = max{Opt(i-1,w), V[i] + Opt(i-1,w-g[i])}
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Rucksack(n,W)

1. Initialisiere Feld A[O,..,n][0,..,W] mit A[O,i] =0 fur alle
0<i<n und AJj,0]=0 far alle 0<i<W

2. fori<1ltondo

3. forj«1toWdo

4. Berechne A[i,j] nach Rekursion
5. return A[n,W]
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

e mial - Grolke  Wert
Beispiel: N,

>
)

W| P N FPINPFP WO |Q
WINWINWIRPL [N

o
>

OO 0O OO0 0|0 |0

0/0/0|0|0 0|0
1
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel: Grbri.e Vyert
n|0 m
0 1
0 2 |34
0 11
0 213
0 ,%\[Ig;\(/)vp:)t(i,w) = Opt(i-1,w) 112
5 - 713
1 o 4|7
olofolo|o|0|o|0|0O|O n[3]3
o1 W
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel:

>
)

v[i] + Opt(i-1,w-g[i])}

Opt(i,w) = max{Opt(i-1,w),

Yy

-

OO 0O OO0 OO0 |0

0
10[0[0]0]0]0]0
1

Grof3e

1
2

\

Wert

9|V

W NP INPFP W
WINWIN W[k |P>
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

e mial - Grolke  Wert
Beispiel: N,

9|V

>
)

1

2

W NP INPFP W
WINWIN W[k |P>

-
>

OO 0O OO0 |00 |0

0
010[0]0 0|00
1
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

e mial - Grolke  Wert
Beispiel: N,

|0 g|v
0 1
0 2134
0 1(1
0 2|3
0 1|2
0 713

10000022/F 4|7

ofojo|o[0(0]0|0|0O|O n 33
0 1 W
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

e mial - Grolke  Wert
Beispiel: N,

9|V

>
)

1

2

W NP INPFP W
WINWIN W[k |P>

OO 0O OO0 |00 |0

0
0/0(0T0|0|O0
1

SS 2017 DuUA - Kapitel 20 101



Dynamisches Programmieren — Rucksack

e mial - Grolke  Wert
Beispiel: N,

g|Vv
1152

> |34

OO0 OO0 |0 |0
o

SR F N ENEEENE VR
wWiN|w[N|w |

-
-
o
-
-
-
-
>

o
o | O

0
1
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

e mial - Grolke  Wert
Beispiel: N,

>
)

g|Vv
1152

> |34

SR F N ENEEENE VR
wWiN|w[N|w |

OO0 OO0 0|0 |0

NEEIE
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel: Grbr{f’ et
n|0 g|Vv
0 115|2
0 : |3]4]
0 11
0) 213
0) 12
O/0|0 |4 713

1100|070 47
010/0(0|0|O0|O|O |0 (O n|3|3
0 1 W
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel: Grbr{f’ et

n|0 gl|Vv
0 1|52
0 2 3]4]
0 1(1
0 2|3
0 12
00044444! 713
1|o|ojo|o|0|272]|2 47
olo|ojo|o|o|olo|o]o n[3]3
0 1 w
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

e mial - Grolke  Wert
Beispiel: N,

9
115

2 |13

>IN (<

O:OO |10 |0 |0
I
I
I
I
I

o
o
o
o
o
o
s|lo|Nv|o
>

)
o
o
N
N
N

WP I[N
WIN WD W

0
0
1

o
o | OO
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel:

n|0

0

0

0

0

011,

0(0]|0 4 4|6
110|0(0|0 |0 2 |2
0100|010 |0 0|0
0 1 W

1
2

Grof3e

\

Wert

9

5

3

>IN (<

WP I[N
WIN WD W

SS 2017
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel:

n|0

0

0

0

0

01|14

0/0(01|4
110/0|0(0 |0 2
0100|010 |0 0
0 1 W

1
2

Grof3e
\

Wert

9

5

3

>IN (<

WP I[N
WIN WD W

SS 2017
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel:

n |0

0

0

0

0
01145555E
ololo|alalalala
1 {ololololo]2]2]2]2
ololololo]ololo]o]o
0 1 wW

1
2

Grof3e

\

Wert

9

5

3

>IN (<

WP I[N
WIN WD W

SS 2017
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel: Grbr{f’ et

n|0 gl|Vv
0 115|2
0 2 1314
0 11
0[1(3|4|5]7[8]8]8 12]3]
O(1|1{4|5/5(5|5]|6 12
0(0(0(4144 4|46 713

110/0|0|0|01(2 (2|22 417

010/0|0|0|0|0|O0|0 |0 n|3|3
0 1 W
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Wert
/

Grof3e
\

Beispiel:

2

1
3

g|Vv

5

1
2

1

2 |34

3
.
3

~

4
3

10 | 10

0/2|3|5|6|7]9

0/1/3|4|5|7|8|8|8
0(1|1/4|5|5|5|5]|6
0(0|01(4 (44|44 |6

110|0(0|0(0|2]2 2|2
01000000 0|0 |0
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Wert
/

Grof3e
\

Beispiel:

2

1

3
2

g|Vv

5

1

2
1

1

2 |34

7
3

4
3

10 | 10

10 | 10

0/2|3|5|6|7]9
0/2|3|5|6|7]9

0/1/3|4|5|7|8|8|8
0(1|1/4|5|5|5|5]|6
0(0|01(4 (44|44 |6

110|0(0|0(0|2]2 2|2
01000000 0|0 |0

112
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Wert
/

Grof3e
\

Beispiel:

SN[t | A || m
DO M| AN A~
—
2|12 |8 |0oj|O|O|lN|O
Jd S |8 ot |N|O
S oot |N|O
OINIMINMNL| S| N|O
NlOo|lOobwiw|igs| OO
DI T IT|T|O|O
Mminmmim|d|o|o|o
NN N|lHd|d|O|O|O
oO|lOo|0O|0O|O|O0|O|O|O
- O
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Wert
/

Grof3e
\

Beispiel:

SN[t | A || m
DO M| AN A~
—
2128 |8 |0jw|lO|N|O
3| |8 |8 ot |N|O
2 |3 | o/t |N|O
oOloOINIMNNO|S|N|O
NINlOlOI| (S |O|O
DLW T T T|O|O
MmO mim|d|o|o|O
NN NN d|Hd|O|O|O
oO|lOo|0O|0O|O|O0|O|O|O
c - O

114
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel: Grbr{f’ et

nl0|21|3|5|7 |9 |10|12]13 Optimaler g|V
02|3]5|7|9|®|>?|® T\L/ngngswe”fm 1152
0(2|3|5(6|7|9 1910 2 1314
0(2|3|5(6|7|9 1910 1(1
0/11/3|4/5(7|8|8]8 213
O(1|1{4|5/5(5|5]|6 12
0(0(0(4144 4|46 713

110/0|0|0|01(2 (2|22 417

0100|0000 |O0]|0|O n|3|3
0 1 W

SS 2017
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Beispiel: Grdr{f’ et

nl0|21|3|5|7 |9 |10|12]13 Optimaler g|V
02|3]5|7|9|®|>?|® T\L/ngngswe”fm 1152
0(2|3|5|6|7|9 |11 2 1314
0(2|3|5|6|7|9 |11 11
0/|1/3(4|5|7|8|818 213
0O/11(1(4,5|5|5|5]|6 1(2
00|04 |4 (44|46 713

1100|0002 |22 |2 417

010/0|0|0|0|0|O0|0 |0 n|3|3
0 1 W

SS 2017
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Dynamisches Programmieren — Rucksack

Satz 20.6

Algorithmus Rucksack berechnet in ®(nW) Zeit den Wert
einer optimalen Losung, wobei n die Anzahl der Objekte
Ist und W die Grof3e des Rucksacks.
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Dynamische Programmierung - APSP

All Pairs Shortest Path (APSP):
 Eingabe: Gewichteter Graph G=(V,E)

 Ausgabe: Fur jedes Paar von Knoten u,veV die Distanz
von u nach v sowie einen kurzesten Weg

a |b |c |d |e |f 5 bQ—Ar’QCRA
a |0 [1 |5 |5 [10]9 / .
b |o [0 |4 |5 |10]9 a() '/8 /Of
¢ |o [-3]0 |1 |6 |5 5\AQ O -1
d | [-4 |0 |0 |5 |4 d > e
e |o |5 |8 |9 [0 |-1
f |loo |0 |0 |0 |oo |0
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Dynamische Programmierung - APSP

Zur Erinnerung:

e Sei G ein Graph ohne negative Zyklen und sei j von i aus
erreichbar. Dann gibt es einen klrzesten i-]-Weg, der
keinen Knoten doppelt benutzt.

 Wir kbnnen also annehmen, dass jeder Knoten in jedem
Weg maximal einmal vorkommt

o Betrachte i-]-Weg, der nur Uber Knoten aus {1,...,k} lauft:

k

Q\
o oo
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Dynamische Programmierung - APSP

Zur Erinnerung:

e Sei G ein Graph ohne negative Zyklen und sei j von i aus
erreichbar. Dann gibt es einen klrzesten i-]-Weg, der
keinen Knoten doppelt benutzt.

 Wir kbnnen also annehmen, dass jeder Knoten in jedem
Weg maximal einmal vorkommt

o Betrachte i-]-Weg, der nur Uber Knoten aus {1,...,k} lauft:

Knoten K tritt
maximal einmal auf

O—
Q/ Q\‘QJ
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Dynamische Programmierung - APSP

Zur Erinnerung:

e Sei G ein Graph ohne negative Zyklen und sei j von i aus
erreichbar. Dann gibt es einen klrzesten i-]-Weg, der
keinen Knoten doppelt benutzt.

 Wir kbnnen also annehmen, dass jeder Knoten in jedem
Weg maximal einmal vorkommt

* Betrach| Weg von u nach k Uber Knoten aus {1,...,k} lauft:
fahrt nur Gber Knoten

{/ K-1)
K
O
Q/'O/ Q\‘Q j
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Dynamische Programmierung - APSP

Zur Erinnerung:

e Sei G ein Graph ohne negative Zyklen und sei j von i aus
erreichbar. Dann gibt es einen klrzesten i-]-Weg, der
keinen Knoten doppelt benutzt.

 Wir kbnnen also annehmen, dass jeder Knoten in jedem
Weg maximal einmal vorkommt

* Betrachte i-]-Weg, der nfWegvonknachv 5 {1 ... K} l&uft:
fuhrt nur tber Knoten

aus {1,...,k-1}

Y

Q/’Q/ O—0);

O
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Dynamische Programmierung - APSP

o Kdirzester I-]-Weg Uber Knoten aus {1,...,k} ist
o (a) klirzester I-]-Weg Uber Knoten aus {1,...,k-1} oder

e (b) kurzester i-k-Weg Uber Knoten aus {1,...,k-1} gefolgt
von klrzestem k-j-Weg uber Knoten aus {1,...,k-1}

Fall (b): <k>
~.
o0 O—e.
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Dynamische Programmierung - APSP

Die Rekursion:

¢ Sel di(jk) die Lange eines klrzesten iI--Wegs mit Knoten
aus {1,...,k}

, falls k=0

d(k): <
), falls k>1

w;
! m|n (d(k Y ,do

.

(k1) (k 1),

. Matrix D' —(d(”)) enthalt die gesuchte Lésung
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Dynamische Programmierung - APSP

Floyd-Warshall(W,n)

1. DO« w

2. fork«~1tondo

3. fori-ltondo

4. for «-1to ndo

5 W min@®?, i+ di )
6

.return D(”)
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Dynamische Programmierung

Generelle Vorgehensweise:
1. Aufstellung der Rekursionsgleichung

— Initialfall (z.B. OPT(i,0)=0OPT(0,j)=0)
— Rekursion (z.B. OPT(i,))=...)
— Optimaler Wert (z.B. OPT = OPT(n,W) )

2. Formulierung des dynamischen Programms
Wichtig: tabellarische Berechnung so durchfiihren, dass

auf bereits berechnete Werte zurtickgegriffen werden
kann!
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Dynamische Programmierung

Beispiel 1. Matrixketten-Multiplikation

Gegeben: Matrizen A,,...,A,, und Werte p,,...,p,€N, wobel
Matrix A; eine p,_,xp;-Matrix ist.

Gesucht: Minimale Anzahl an Multiplikationen, um A,-...-A,
zu berechnen.

Beobachtung:

o SelA = A A

 Dann kostet das Matrixprodukt A; | - A, Pi-PP; Viele
Multiplikationen (mit der naiven Methode)
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Dynamische Programmierung

* mli,]]: minimale Anzahl an Multiplikationen, um A, ; zu
berechnen

Initialfall:
m|i,1]=0 far alle i1€{1,...,n}.
Rekursion:
m[i,j] = min.;mfi,k] + m[k+1,j] + p.,-p-p; fur alle i<j
Optimaler Wert:
m[1,n]
Berechnung:
e FUhre erst Initialfall aus

 Berechne m|i,j] fur alle i<j mit |j-i|=d, angefangen mit d=1
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Dynamische Programmierung

Beispiel 2: Optimaler binarer Suchbaum

Gegeben: Schlussel k,,... .k, mit Zugriffswahrscheinlich-
keiten p,,...,p,,€[0,1], so dass %}, p, = 1.

Gesucht: Binarer Suchbaum T mit minimaler erwarteter
Suchzelit, d.h. >._, p; -(Tiefe{(k)+1) ist minimal.
(Tiefe(k): Tiefe des Knotens mit Schlussel kin T

(Tiefe der Wurzel ist 0) )
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Dynamische Programmierung

* mli,J]: minimale erwartete Suchzeit flr einen Binarbaum mit den
Schlusseln k; bis k;

Initialfall:
e mli,i-1]=0 far alle ie{1,...,n}
o mi,i|=p, far alle ie{l,...,n}
Rekursion: |
m[i,j] = min, m[i,k-1] + m[k+1,j] + >l op, fur alle i<j
Optimaler Wert:
m[1,n]
Berechnung:
e Fdhre erst Initialfall aus
e Berechne mii,j] far alle i<] mit |j-i|=d, angefangen mit d=1
 Gib am Ende m[1,n] aus
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Dynamische Programmierung

Beispiel 3: Langster einfacher Weg in einem
gerichteten azyklischen Graph

Gegeben: Gerichteter azyklischer Graph G=(V,E) mit
V={1,...,n}, wobei die Knoten gemalf ihrer Nummern
topologisch sortiert sind, d.h. fur alle (v,w)<E gilt v<w.

Gesucht: Lange des langsten einfachen (d.h. kreisfreien)
Weges in G.
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Dynamische Programmierung

* L[,]]: Lange des langsten einfachen Weges von Knoten i nach
Knoten | in G

« Ali,j]e{0,1}: ist 1 genau dann wenn (i,j)E

Initialfall:
e L[,i]=0 far alle ie{1,...,n} Falls die Menge leer ist, ist max{...}=0.
Rekursion:
L[i,j] = max { max{L[i,k] + L[k,j] | i<k<j und L[i,k]>0 und L[k,j]>0},
All,j] } far alle i<
Optimaler Wert:
max; L[I,]]  (=0: es gibt keine Kanten in G)
Berechnung:
« Fuhre erst Initialfall aus
 Berechne L[i,j] far alle i<j mit |j-i|=d, angefangen mit d=1
« Gib am Ende max L[i,]] aus
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Dynamische Programmierung

Beispiel 4: Fahrstuhloptimierung

Gegeben: Flure f,...,f,eN, bel denen die n Kunden

aussteigen wollen (f,<...<f ), und maximale Anzahl
Haltepunkte ke N,

Gesucht: Minimale Anzahl an Fluren, die die Kunden bel
maximal k Haltepunkten zu Ful3 gehen missen, um
Ihren Zielflur zu erreichen, wenn der Fahrstuhl bei Flur 1
startet.
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Dynamische Programmierung

« mli,j]: minimale Anzahl an Fluren, die die Kunden zu Ful3 gehen
mussen, wenn der Fahrstuhl genau j-mal halt und der héchste Halt
Flur i ist.

« flureli,j]: Minimale Anzahl an Fluren, die Kunden mit Aussteige-
wunsch f mit i<f<j laufen missen, wenn der Fahrstuhl nur bei Flur i
und | aber nicht dazwischen halt. (Kann direkt berechnet werden.)

Initialfall:

m[i,1] = flure[1,i]+flureli,co] fUr alle ie{2,....f }
Rekursion:

m[i,j+1] = min;,, 4 ml,j]-flure(l,co]+flure(l,ij+flure(i,oc] fur alle i>j+1, j>1
Optimaler Wert:

MiN< MILK]

SS 2017 DuUA - Kapitel 20 134



Dynamische Programmierung

Teile & Herrsche:

« Aufteilen der Eingabe in mehrere Unterprobleme
* Rekursives losen der Unterprobleme

e Zusammenflgen

Gierige Algorithmen:
» Konstruiere Losung Schritt flr Schritt
* Injedem Schritt optimiere einfaches, lokales Kriterium

Dynamische Programmierung:

 Formuliere Problem rekursiv

 Vermeide mehrfache Berechnung von Teilergebnissen
 Verwende ,bottom-up” Implementierung
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