5. Rekursionen

» Laufzeiten insbesondere von Divide&Conquer
Algorithmen werden haufig durch Rekursions-
gleichungen beschrieben.

» Werden eine allgemeine Methode kennenlernen, um
solche Gleichungen zu l6sen, die Rekursionsbaum-
Methode.

» Diese Methode kann verfeinert werden, um das Master
Theorem fur Rekursionsgleichungen zu beweisen.
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Master-Theorem (Einfache Version)

Satz 5.1: Fur positive Konstanten a,b,c mit
n=Db* fir eine natlrliche Zahl k sei
T(n) <c falls n=1
T(n) <aT(n/b)+cn fallsn>1
Dann gilt

T(n) = ©(n) falls a<b
T(n)=O(nlog,n) fallsa=b
T(n) = ©(nlogb 2) falls a>b
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Master-Theorem

Bewels: c-Nn
. T(n):

« Betrachte abgewickelten

Laufzeitbaum.
e Daraus folgt: c-n/b c-n/b

T(n) < Z_<a (c-n/b') a
< cn Z_k (a/b)’

* Einsetzung der Falle c-n/b? c-n/b?

ergibt das Theorem . ...,

(verwende fur a+b

_ Zk+1_l
Yo Z' =771 )
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Rekursionsbaum fur T(n)=aT(n/b)+f(n)

f(n)

f(n/b) f(n/ b) f(n/b)

/
—
n'°9b (@)
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Rekursionsbaum und Summation

f(n) ===mmmmmmmmmmmmmmm——e - > f(n)
f(n/b) f(n/b) f(n/b) === == mm - *a-f(n/ b)
AN N
00,(0)  f(n7b7) tn/ b%)- fn/b7)  F(nI6) F D) H0rb?) s bF) flns b 1 b?) —= === &®-f(n/ b?)
A/ A

: : 1 1 —— @(nlogb(a))
6(1) e() ®(1) ®(1) ®(1) ®(1) ®(1) ®() (1) ®() (1) ®() /)

' (a)
log,, (n)-1

Insgesamt : ©(n"°®® )+ Za’f(n/ b!)
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LOosen durch Rekursionsbaume - Beispiel

3T(n/4])+cn?,n>1

c>0.
C, n=1

» Betrachten T(n):{

» Erhalten durch Ignorieren der Abrundung und mit
Rekursionsbaum

log, (n)-1
T(n)zcn2+136CﬂZ+...+(16j Cn2+Cn|Og4(3)
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· Betrachten  
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· Erhalten durch Ignorieren der Abrundung und mit
    Rekursionsbaum
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Das (allgemeine) Master-Theorem

Satz 5.2 (Master Theorem):
Seien a,b >1 Konstanten, seif(n)eine Funktion und

sei T (n) definiert durch die Rekursionsgleichung
T(n)=aT(n/b)+f(n).

Hierbei kann n/b auch durch | n/b | oder [ n/b |ersetzt
werden. Dann kannT (n) folgendermafRen abgeschatzt
werden.

1 Istf(n) O( °% @2 ) fiir £ > 0, dann gilt T (n) = O (n'%@®)
2. Istf(n)=©(n"*®), dann gilt T (n) =0 (n"*.log(n))

3. Istf(n)=Q 'Ogb(a+‘9)furg>0 undist af (n/b) < cf(n)
far eine Konstante ¢ <1 und n — oo, dann gilt

T(n)=6(f(n))

SS 2017 DuA - Kapitel 5



Satz 5.2 (Master Theorem):


     

[image: image1.wmf](


)


(


)


(


)


(


)


(


)


ë


û


é


ù


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


.


n


f


n


T


n


 


c


n


cf


n/b


af


n


n


f


.


.


n


n


n


T


n


n


f


.


.


n


n


T


n


n


f


n


T


n/b


 


n/b


n/b


.


n


f


n/b


aT


n


 T


n


T


n


f


a,b


a


a


a


a


a


b


b


b


b


b


Q


=


¥


®


<


£


>


W


=


×


=


Q


=


=


>


=


+


=


³


+


-


    


gilt


 


dann


 


,


  


und


 


1


 


Konstante


 


eine


 


für


    


 


ist


 


und


  


0,


 


für


 


 


Ist


  


3


log


 


gilt


 


dann


 


,


 


 


Ist


  


2


 


gilt


 


dann


 


0,


 


für


 


 


Ist


  


1.


werden.


t


abgeschätz


 


aßen


folgenderm


 


 


kann


 


Dann


 


werden.


 


ersetzt


 


 


oder


 


durch


 


auch


 


 


kann


  


Hierbei


    


          


          


gleichung


Rekursions


 


die


 


durch


 


definiert


 


 


sei


und


 


Funktion


 


eine


 


 


sei


 


,


Konstanten


  


1


  


Seien


log


log


log


log


log


e


e


e


e


O


O


O




_1177228713.unknown




	5. Rekursionen 
	Master-Theorem (Einfache Version)
	Master-Theorem
	Rekursionsbaum für T(n)=aT(n/b)+f(n)
	Rekursionsbaum und Summation
	Lösen durch Rekursionsbäume - Beispiel
	Das (allgemeine) Master-Theorem

