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Grundlagen

Definition 2.1: Ein Graph G=(V,E) besteht aus
einer Knotenmenge V und Kantenmenge E.

G ungerichtet: E < { {v,w} | v,weV} ——D
G gerichtet: E < { (v,w) | v,weV} vI—— D w

NG
\/<
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Grundlagen

Definition 2.1: Ein Graph G=(V,E) besteht aus
einer Knotenmenge V und Kantenmenge E.

G ungerichtet: E < { {v,w} | v,weV} »——D
G gerichtet: E < { (v,w) | v,weV} vI—— D w
* G bigerichtet: far alle (v,w)eE ist auch (w,v)eE
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Grundlagen

Graph: reprasentiert Wissen Uber bzw.
Verbindungen zwischen Prozessen

A kennt B und B kennt A
C kennt D

/\
BN E
A\/B\/ N
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Grundlagen

Definition 2.2: Sei G=(V,E) ein Graph.
* G ungerichtet: Grad von veV:
o(V)={ weV | {v,w} € E}|
* G gerichtet: Grad von veV:
o(V)={ weV | (v,w) € E}|

Grad von G: A = max,_,, 6(V)

/\/
NN
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Grundlagen

Grad:

o worst-case Aufwand pro Prozess fur Kontrolle seiner
Verbindungen

 In bigerichteten Graphen, worst-case update Kosten fr
Prozess, falls sich Menge der Prozesse verandert.

vl
PSS

Grad sollte nicht zu hoch sein.
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Grundlagen

Definition 2.3: Sel G=(V,E) ein Graph. Eine
Kantenfolge p=(e,,e,,...,e,) In G heil3t Weg/Pfad,
falls es eine Knotenfolge (v,,...,v,) gibt mit

* G ungerichtet: e={v, ,,v;} fur alle ic{1,... k}
» G gerichtet: e=(v, ,,v,) fur alle ic{1,... k}

NG
\/<
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Grundlagen

Definition 2.4: Ein Graph G=(V,E) heil3t
e zusammenhangend, wenn G ungerichtet Ist

und fur jedes Knotenpaar v,weV ein Pfad von
v nach w in G existiert.

* schwach zusammenhangend, wenn G
gerichtet ist und fUr jedes Knotenpaar v,weV
ein Pfad von v nach w in der ungerlchteten
Version von G existiert

o stark zusammenhangend, wenn G gerichtet
Ist und flr jedes Knotenpaar v,weV ein Pfad
von v nach w in G existiert
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Grundlagen

Beispiele:
(1) Graph nur schwach zusammenhangend

)
kein gerichteter Weg
von B nach A
AD

;'B

(2) Graph stark zusammenhangend

N

;'B
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Grundlegende Graphparameter

Definition 2.5: Sel G=(V,E) ein Graph und p=(e,,e,,...,e,)
ein Weg von v nach w in G.

e Lange von p: |p|=k

e Distanz von w zu v: d(v,w) = min. Weglange von v nach
w (d(v,w) = co falls kein Weg von v nach w existiert)

* Durchmesser von G: D(G)=max, ,cy d(V,w)

NG
e <
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Grundlegende Graphparameter

Durchmesser: untere Schranke fur worst-case Zeit
(gemessen in Kommunikationsrunden) fur
Zugriff auf anderen Prozess

N
N A

Durchmesser sollte nicht zu hoch sein.
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Grundlegende Graphparameter

Definition 2.6: Sei G=(V,E) ein Graph.

['(U): Nachbarmenge einer Knotenmenge U<V, d.h.

['(U)={weV\U | es gibt veU mit {v,w}<cE (bzw.
(v,w)eE oder (w,v)eE im gerichteten Fall) }

o(U) = [I'(U)| / |U]: Expansion von U

o(G) = mingy yi<rvpz; @(U): Expansion von G
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Grundlegende Graphparameter

Expansion: k Ausfalle =maximal k/o(G) Knoten werden
vom Graphen abgetrennt

h—n—D A

/

B

Bewelis: Sel U eine Menge nicht augefallener Knoten, die
durch Ausfalle abgetrennt werden. Dann mussen alle
Knoten in I'(U) ausfallen, d.h. |I'(U)|<k. Weiterhin ist
o(U)=o(G) und a(U)=|I"(U)|/|U], also |U|<k/a(G).
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Grundlegende Graphparameter

Expansion: k Ausfalle = maximal k/a(G) Knoten
werden vom Graphen abgetrennt

N D
NG AA

Expansion sollte moglichst grof3 sein

555555




Klassische Graphfamilien

Im folgenden betrachten wir klassische Familien
ungerichteter Graphen G={G,, G,, ...}.

Beispiel: Familie der linearen Listen

) D ) ) )
G1 GZ GS

Wir sagen: Graph G aus einer Familie G hat kon-
stanten Grad, falls der Grad aller Graphenin G
durch eine Konstante beschrankt ist.
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Klassische Graphfamilien

Im folgenden betrachten wir klassische Familien
ungerichteter Graphen G={G,, G,, ...}.

Beispiel: Familie der linearen Listen

Fur einen Graphen G aus G bezeichnen wir mit
* n: Anzahl der Knoten (bzw. Grof3e) von G
« m: Anzahl der Kanten von G

SS 2017 VADS - Kapitel 2
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Clique

Vollstandiger Graph / Cligue: jeder Knoten ist mit
jedem anderen verbunden

/

2

Vortell: niedriger Durchmesser, hohe Expansion
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Clique

Vollstandiger Graph / Cligue: jeder Knoten ist mit
jedem anderen verbunden

/

2

Problem: hoher Grad! ( o6(v)=n-1 far alle v)
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Lineare Liste

e Grad 2 (minimal far Zusammenhang), ABER

e Durchmesser schlecht ( D(Liste)=n-1)
e Expansion schlecht ( a(Liste)=2/n)

Wie erhalt man kleinen Grad und Durchmesser?

SS 2017 VADS - Kapitel 2
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Vollstandiger binarer Baum

A

A4

« n=2"1-1 Knoten bei Tiefe keN,, Grad 3
e Durchmesser ist 2k = 2 log, n, ABER
* Expansion schlecht ( ao(Baum)~=2/n)
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2-dimensionales Gitter

« n = k? Knoten bei k Knoten pro Seite,
maximaler Grad 4

e Durchmesserist 2(k-1) =~ 2\n
« Expansionist ~2/\n
* Nicht schlecht, aber geht es besser?

SS 2017 VADS - Kapitel 2
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d-dimensionaler Hypercube

 Knoten: (x,...,xy) € {0,1} nur Bit i gedreht

o Kanten: Vi: (Xq,...,Xg) — (X,..,1-%;,..,Xy)
e ungerichtete Hypercubes:

10 11 —— 111
r——9 | |I | |(|
0 1 ) 011
0 '_' o1 P
001
d=1 d=2

Durchmesser d, Expansion zl/\/_
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d-dimensionales Butterfly

« Knoten: (k,(xg,...,x;)) € {0,..,d} x {0,1}¢

o Kanten: (K,(Xg,...,%Xy)) —> (K+1,(X4, .- Xpi1,--:%1)),
(K+1,(Xgy-,1-X11,-:%X1))

e ungerichtetes Butterfly:

(d-1)-dim. BF (d-1)-dim. BF
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d-dimensionales Butterfly

« Knoten: (k,(xg,...,x;)) € {0,..,d} x {0,1}¢

o Kanten: (K,(Xg,...,%Xy)) —> (K+1,(X4, .- Xpi1,--:%1)),
(K+1,(Xgy-,1-X11,-:%X1))

10 1
0 l 0 .

° AP <
| X 1 >

1 > |
2 ) )

Grad 4, Durchmesser 2d, Expansion ~1/d
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Cube-Connected-Cycles

« Knoten: (k,(xy,...,xy)) € {0,..,d-1} x {0,1}¢

e Kanten: (K,(x,,....x,) — (k-1 (mod d),(X,,....Xy)).
(k+1 (mod d),(X;,...Xg)),

(K,(Xq5 s XXy 1755 Xq))

TN r/'h'(_()z

L J [k
— ';_'-:K/K

SS 2017 VADS - Kapitel 2 26

2




d-dimensionaler De Bruijn Graph

« Knoten: (x,,...,xy) € {0,1}¢
o Kanten: (x,...,Xg) — (0,X,%5,...,X4.1)

e ungerichteter de Bruijn Graph:

01 001 011
\ \)10 101 \
00 / ) 11 000 / ) / ) 111
10 100 110
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Durchmesser

Satz 2.7: Jeder Graph mit maximalem Grad
o=4 und GrofRe n muss einen Durchmesser
von mindestens (log n)/(log(s-1))-1 haben.

Beweis: Ubung

Satz 2.8: FUr jedes gerade 6>4 gibt es eine
Familie von Graphen mit maximalem Grad 6
und Grol3e n mit Durchmesser hochstens
(log n) / (log 6 -1).

Beweis: Ubung
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Expansion

Satz 2.9: Fur jeden Graph G ist die Expansion o(G)<[0,1].
Beweis: siehe Definition von o(G).

Definition 2.10: Ein Graph heil3t Expander, wenn er eine
konstante Expansion besitzt.

Satz 2.11: Es gibt Familien von Graphen mit konstantem
Grad und konstanter Expansion.

Beispiel: Gabber-Galil Graph
 Knotenmenge: (x,y) € {0,...,k-1}°
* (XY) = (X xty),(x,x+y+1), (X+y,y), (x+y+1)y) (mod k)

Noch bessere Expander bekannt als Ramanujan Graphen.
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Skip Graphen

Betrachte eine beliebige Menge VV an Knoten mit totaler Ordnung
(d.h. die Knoten konnen bzgl. einer Ordnung <" sortiert werden).

« Jeder Knoten v sei assoziiert mit einer gentgend lan en
zufalligen Bitfolge r(v) (so dass r(v)=r(w %’ far alle v, WE

* prefix(v): erste i Bits von r(v)

* succ(v): nachster Nachfolger w von v (bzgl. der Ordnung <)
mit prefix,(w)=prefix;(v).

* pred,(v): nachster Vorganger w von v mit prefix,(w)=prefix;,(v).

Skip Graph Regel:
Fur jeden Knoten v und jedes ieIN:
* Vv hat eine Kante zu pred,(v) und succ,(v)
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Skip Graphen

Beispiel einiger Telllisten fur verschiedene Préafixlangen
Im Skip Graphen:

001

2 2 2 2 5 2%

001.. 101.. 110.. 011.. 100.. 000.. 010.. 100.. 011.. 110.. OO1.. 101.. 110.. 00Q.. 010..
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Skip Graphen

Hierarchische Sicht: geordnete Listen von Knoten mit
demselben Prafix.

10 D> u o

< o o> 1 o
— : I

®(log n) Grad, ©(log n) Durchmesser, ®(1) Expansion
(mit hoher Wahrscheinlichkeit)
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Ubersicht

e Grundlagen

 Grundlegende Graphparameter
o Klassische Graphfamilien

o Skip Graphen

e Routing
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) P ) B
) P )
.

A D ) )

* Routing: finde Weg von A nach B
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Routing

Zlel: Gegeben ein Graph G=(V,E) und eine Menge
R={(s,,1,),....(s,,1)}=VxV von Quell-Ziel-Paaren,
finde einen Weg flr jedes dieser Quell-Ziel-Paare,
so dass

* die Weglange so kurz wie moglich ist (um
Nachrichten moglichst schnell auszuliefern) und

 moglichst wenige Wege uber denselben Knoten
wollen (um die Belastung der Knoten maoglichst
gering zu halten)

Wie finden wir solche Wege, und wie messen wir die
Qualitat solcher Wege?
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Routing

Gangige Malie fur die Qualitat von Wegen:

Definition 2.12: Gegeben eine Menge an
Wegen P={p,, p,, ps,...} mit Gewichten
w:P—[R In einem Graphen G=(V,E), dann ist

« Congestion von P (max. Knotenbelastung):
C(P) = max,_, 2, p, W(p), wobel P, =P die
Menge aller Wege In P Uber v Ist

 Dilation von P (max. Weglange):

D(P) = max,cp [P
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Routing

Definition 2.13: Routingproblem: Gegeben ein Graph
G=(V,E) und eine Menge R={(s,t;),...,(S,,1;)} S VxV
von Quell-Ziel-Paaren, finde ein

* Wegesystem P = U_, P_, mit nichtleerer Wege-
menge P fur alle Queﬁ Ziel-Paare (s,t)eR und

eine

o Gewichtsfunktion: w:P—[0,1],so dass fur alle
(S’t)ER: ZpEF’s,t W(p) =1

Beispiel fur P 13

S '/ \;It

2/3
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Oblivious Routing

Einfachste Strategie zur Losung von Routingproblemen: oblivious
Routing (verwende vorberechnete Wege, um ein beliebiges
Routingproblem zu I6sen)

Definition 2.14: Sei G=(V,E) ein Netzwerk. Ein oblivious Routing-
schema (P,w) ist spezifiziert durch:

 Wegesystem: P = U émit nichtleerer Wegemenge P, fir alle
Quell-Ziel-Paare (s, tse\/

 Gewichtsfunktion: w:P—RR,,so dass fur alle (s,t)cV= >, w(p) =1

LOsung eines Routingproblems mittels oblivious Routingschema (P,w):

Gegeben eine Menge R={(s,,t,),...,(s,.t,)}, wahle fur jedes (s,I)ER die
Wegemenge P, aus P mit den vorgegebenen Gewichten in w.

Wie gut ist das’?
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Oblivious Routing im Gitter

Oblivious Routingschema P flr kxk-Gitter:

« Wegesystem P: Fir jedes Paar (x,,y,),(%,,Y,) €[K]?,
route erst von (x,,y,) nach (x,,y,), dann von (x,,y,) nach
(X2,Y2)-

* D.h. eindeutiger Weg p (w(p)=1) pro Quell-Ziel-Paar.

SS 2017

(X1,Y1)

(X2,Y2)

(X2,Y1)

a

»®

X-y-Routing Strategie

VADS - Kapitel 2
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Oblivious Routing im Gitter

,Benchmark” fur Routingstrategie: kann die
Strategie beliebige Permutationen n:V—V mit
geringer Dilation und Congestion routen?
(D.h. das Routingproblem R _zu = ist definiert
als R ={ (v,z(v)) | veV }).

Satz 2.15: Die x-y-Routingstrategie kann jede
Permutation im kxXk-Gitter mit Congestion
hochstens 4d und Dilation hochstens d routen,
wobel d die maximale Distanz eines Quell-
Zlel-Paares ist.
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Oblivious Routing im Gitter

Bewels: Dilation:

* p hat Lange d((X;,y1),(X5,Y5))

1) < e also ist max. Weglange d

Congestion:
 betrachte Knoten v in x-Richtung

(X1,Y1) Weg p

[ >® V >
<
S

- maximal 2d Quellen haben Wege, die in x-Richtung tber
v laufen, also ist Congestion in x-Richtung <2d

e dasselbe qilt auch far Ziele in y-Richtung
SS 2017 VADS - Kapitel 2 41



Oblivious Routing im Hypercube

Bitanpassungsstrategie:
Weg von (x,,...,x4) hach (y,,...,y,) fuhrt Gber
(Y1:Xa1--:Xg)s (Y1:Y2: X3, %)y (Y1,Y2:Y3:X40-01 %),
or (Y1Y2: Y30 Ya1:Xa)y (Yoo Ya)
 Dilation: optimal, da Weglange gleich Distanz
o Congestion: es gibt Permutationen, die sehr
hohe Congestion haben!
——)

Befi_spi?ll: s(ei n(xl,j..,xd) = (Xgy--1%1) |I | |
ur alle (x,...,%4 '4

SS 2017 VADS - Kapitel 2 42
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Oblivious Routing im Hypercube

Beispiel: sel t(xy,...,Xg) = (Xg,---

Betrachte Knotenmenge

M={ (X1,---1Xg12,0,...,0) | X;€{0,1}

far alle |e{1 d/2}}

Nach d/2 Routingschritten gemal? = sind alle
Pakete mit Quelle in M im Knoten (0,...,0)

Da |M|=292 =\[2¢ =\'n ist, kann Congestion
wesentlich grof3er als Dilation (maximal log n)
sein. Bestmaoglich ware Congestion O(log n)!

fur alle (x,...,x,) |é|— (
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Borodin-Hopcroft Schranke

Satz 2.16: FUr jeden ungerichteten Graphen G der
Grofde n mit Grad ¢ und jedes oblivious Routing-
schema mit nur einem Pfad pro Quell-Ziel-Paar
gibt es eine Permutation 7, fur die ein Knoten von
mindestens\| n/5 Pfaden durchlaufen wird.

Es gibtvundt,,...,t, ;SO

1 ) t
Q%Vg ,1 t, dass jedes t; mind. z

,.S;/ Quellen hat,deren Wege
\'n/s.

) t, durch v fihren, z =\'n/
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Valiants Trick

Frage: gibt es oblivious Routingschemen, die fir alle
Permutationen eine niedrige Congestion garantieren?

Antwort: ja, aber wir brauchen mehrere Pfade pro Quell-
Ziel-Paar.

Strategie:

« Konstruiere zunachst ein Wegesystem P = U_ P,
far alle (s,t)eV? mit minimaler Congestion C (kann
In polynomieller Zeit berechnet werden).

« Konstruiere aus P mittels Zwischenzielen ein
Wegesystem P = U_ P, fur alle (s,t)eV?, so dass die
Congestion in etwa gleich bleibt zu P".
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Valiants Trick

Konstruktion von P fur ein bel. Netzwerk G=(V,E):

« P'=U, P System mit minimaler Congestion Cyp

‘ Ps,t - { P=0:°0; | qlepls,v und qZEP,v,t farein veV }
(o: Konkatenation)

* Far alle p=g,°0q, In P, setzen wir w(p)=w(d,)-w(c,)/n

« Damitist > . w(p)=1,d.h.P =0, P, Istein gultiges
Wegesystem

 Congestion von P: 2C., (Beweis: Ubung)

S*/V\pt
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Valiants Trick

Eigenschaften von P:

Betrachte eine beliebige Permutation =
Betrachte nur die erste Halfte aller Wege in P fur R

Fur alle (s,m(s)) R, werden fur die erste Halfte alle Wege
q,P’;, fur alle ve V mit Gewicht w(q,)/n verwendet.

Insgesamt werden also alle Wege qeP” mit Gewicht w(q)/n
verwendet.

Also ist die Congestion Cp/n.
Das gleiche qilt fur zweite Halfte.
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Valiants Trick

Satz 2.17: Mit Valiants Trick (d.h. einem festen
oblivious Routingschema mit Zwischenzielen)
kann in jedem Netzwerk jede Permutation mit
Congestion hochstens 2C,./n geroutet
werden.

Satz 2.18: In jedem Netzwerk benotigt eine
Permutation im Durchschnitt mindestens
Copr/N Congestion, um geroutet zu werden.

Beweis: Ubung
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Valiants Trick

Obere Schranke fur C,p fur kxk-Gitter:
Fur das x-y-Routing gilt fr jeden Knoten v an Position
(x,y)e{1,... Kk}
e Es gibt maximal
(X-1)(k-x+1)k + k? + (k-x)x-k
Quell-Ziel-Paare, deren Pfade
v in x-Richtung durchlaufen k-y
* Entsprechend gibt es maximal
(y-1)(k-y+1)k + k? + (k-y)y-k

Quell-Ziel-Paare, deren Pfade 1 v K
v in y-Richtung durchlaufen
e Alsoist Cyp=O(k?) und damit y-1

Copr/n = O(K).
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Valiants Trick

Obere Schranke fur Copr flr d-dim. Hypercube:

FUr die Bitanpassungsstrategie gilt flr jeden Knoten v:

e Firjedesic{0,...,d} hatv 2'Quellen, die vin i
Schritten erreichen konnen, und die von v aus noch
291 Ziele erreichen kénnen.

Quellen >V< Ziele

« Es kdnnen also maximal
Y0 21204 = (d+1)2¢
Pfade Uber v laufen.
e Alsoist Cqpr < (d+1)29 und damit C.-/n = O(d).

SS 2017 VADS - Kapitel 2
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Valiants Trick

Valiants Trick fur d-dimensionalen Hypercube:

e Bitanpassungsstrategie ist tatsachlich sogar
optimales Wegesystem fur P".

« D.h. P', besteht lediglich aus einem Weg fir
jedes Knotenpaar (s,t) Im Hypercube, d.h.
P =1{ps fr den Bitanpassungsweg p.
und w(p,)=1.

* Also ist Ps,t = { ps,v,t = ps,vopv,t | VEV} mit
W(Ps )= 1/n.

SS 2017 VADS - Kapitel 2 51



Valiants Trick

Ist das Wegesystem wirklich gut?

Betrachte eine beliebige Permutation = (d.h. wir haben Quell-Ziel-Paare
(v, m(v)) far alle ve V).

Zunachst streuen sich die Wege von s uber alle n Zwischenziele v
Dilation: maximal d bis v, also insgesamt maximal 2d.

Congestion: betrachte einen festen Knoten w und fir ein festes i<{0,...,d}
alle Quell-Zwischenziel-Paare, deren Wege w in | Schritten erreichen.

Mit der Bitanpassungsstrategie gibt es 2' mogliche Quellen fir w.
Weiterhin konnen 291 Zwischenziele von w aus erreicht werden.

\W/ . .
Quellen Zwischenziele
/ \

D.h. die Anzahl der Quell-Ziel-Paare, dessen Pfade w durchlaufen, ist max.
Y42 201 = (d+1)-29 = (d+1)-n.
Da jeder dieser Pfade ein Gewicht von 1/n hat, ist die Congestion maximal
(d+1)-n -1/n = d+1.

Da diese Congestion zweimal entsteht (von der Quelle zum Zwischenziel,
und vom Zwischenziel zum Ziel), ist die Gesamtcongestion <2(d+1).
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Oblivious Routing Im Skip Graph

Geeignete Routingstrategie (A kennt ID von B): wahle
moglichst lange Kante in der Richtung des Ziels B
(Greedy Routing)

Dilation O(log n)
mit hoher W’ keit

001

2 2 2 2 5 2y

001.. 101.. 110.. 011.. 100.. 000.. 010.. 100.. 011.. 110.. OO1.. 101.. 110.. 00Q.. 010..
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Fragen?
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