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Ordnungen

e Ordnung auf Zahlen: klar
 Ordnung auf Vektoren: z.B. Lange des

Vektors

 Ordnung auf Namen: lexikographische
Ordnung (erst alle Namen, die mit A
beginnen, dann B, usw.)
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Heapsort

Procedure Heapsort(a: Array [1..n] of
Element)
H:=buildHeap(a); /[l Zeit O(n)
for ;=1 ton do
// speichere Minimum in H in a]i]
ali]:=deleteMin(H) // Zeit O(log n)

Also insgesamt Laufzeit O(n log n).
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Mergesort

ldee: zerlege Sortierproblem rekursiv in Tell-
probleme, die separat sortiert werden und
dann verschmolzen werden

10 ) 19 1 14 3

rekursiv l

merge l
1|/ 3||5]|/10||14]]19
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Mergesort

Procedure Mergesort(l,r: Integer)
/l a[l..r]: zu sortierendes Feld
If I=r then return // fertig
m:= [ (r+1)/2_ /I Mitte
Mergesort(l,m)
Mergesort(m-+1,r)
.=l Ki=m+1
fori:=1to r-I+1 do // in Hilfsfeld b mergen
If )>m then b[i]:=a[k]; ki=k+1
else
If k>r then bl[i]:=alj]; ]:=]+1
else
If a[j]<alk] then b[i]:=a[|]; j:=]+1
else bli]:=alk]; k =k+1
for i:=1to r-I+1 do a[l-1+i]:=b[i] // b zurlckkopieren
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Quicksort

ldee: ahnlich wie Mergesort, aber Aufspal-
tung Iin Teilfolgen nicht in Mitte sondern
nach speziellem Pivotelement

3 5 14 1 19 | | 10

ordne nach
<10 und >10
3 5 1 ||10||19 || 14

rekursiv l

1 3 5 10 | | 14 | | 19
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Quicksort

Procedure Quicksort(l,r: Integer)
/l a[l..r]: zu sortierendes Feld
If r>| then
v:=alr]; =I-1; j:=r
repeat // ordne Elemente in [l,r-1] nach Pivot v
repeat i:=i+1 until afi]>=v
repeat |:=|-1 until afj|<v or |=I
If I<] then ali] <> afj]
until j<=i
ali] «> afr] // bringe Pivot an richtige Position
Quicksort(l,i-1) // sortiere linke Teilfolge
Quicksort(i+1,r) // sortiere rechte Teilfolge
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Beispiel fur einen Durchlauf mit Pivot 10:
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Quicksort

Problem: im worst case kann Quicksort
®(n?) Laufzeit haben (wenn schon sortiert)

Losungen:

« wahle zufalliges Pivotelement
(Laufzeit O(n log n) mit hoher W .keit)

* berechne Median (Element in Mitte)
— dafur Selektionsalgorithmus (spater)

09.11.2016 Proseminar EA 11



st Kostenmodell fair?

Bisher haben wir angenommen: jeder Vergleich kostet eine
Zeiteinheilt.

Besser: Bitmodell
Eingabe besteht aus n Bits. Vergleich zwischen zwel
Zahlen aus k Bits kostet O(k) Zeit.

« Sein, die Anzahl Bits, die zu Zahlen der GroRRe [2', 2'*1)
gehdren.

 Sortierung dieser Zahlen kostet O(i (n/i) log (n/1)) =
O(n; log n) Zeit
« Zeitaufwand insgesamt: >, O(n; log n) = O(n log n)
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Sortieren schneller als O(n log n)

 Annahme: Elemente im Bereich {O,... K-1}
e Strategie: verwende Feld von K Listenzeigern

PPPEE
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Sortieren schneller als O(n log n)

Procedure KSort(S: List of Element)
b: Array [0..K-1] of List of Element

foreach ecS do

// hange e hinten an Liste b[key(e)] an
b[key(e)].pushBack(e)
/I binde Listen zusammen zu einer Liste S

S:=concatenate(b[O]

....b[K-1])

Laufzeit: O(n+K) (auc

n fur Bitkomplexitat)

Problem: nur sinnvoll fur K=o(n log n)
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Radixsort

ldeen:

 verwende K-adische Darstellung der
Schlissel

o Sortiere Ziffer fur Ziffer gemafd KSort
 Behalte Ordnung der Telllisten bel

Annahme: alle Zahlen <K¢
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Radixsort

Procedure Radixsort(s: Sequence of Element)
for i:=0to d-1 do
KSort(s,I) // sortiere gemal3 key;(x)
/I mit keyi(x) = (key(x) div K'Y mod K

Laufzeit: O(d(n+K))

Angenommen, alle Zahlen <n¢ fur konstantes d.

In diesem Fall (K=n) Laufzeit O(n).
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Radixsort

Beispiel:

12 203 3 74 24 17 112

Ordnung nach Einerstelle:
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Ergebnis nac

12

Radixsort

N Einerstelle:

112
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3
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Ordnung nach Zehnerstelle:
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Radixsort

Ergebnis nach Zehnerstelle:

203 3 12 112 17

Ordnung nach Hunderterstelle:
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Ergebnis nac

3

Radixsort

N Hunderterstelle:

Sortiert!
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Radixsort

Korrektheit:

o FUr jedes Paar x,y mit key(x)<key(y) gilt:

es existiert | mit key;(x)<keyi(y) und
keyi(x)=key;(y) fur alle |>i

« Schleifendurchlauf flr i1 pos<(x)<poss(y)
(pos<(z): Position von z in Folge S)

e Schleifendurchlauf ftr j>i: Ordnung wird
beibehalten wegen pushBack in KSort

09.11.2016 Proseminar EA
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Genaueres Kostenmodell

Annahmen:

* ein Wort bestent aus ®(log n) Bits
(Q2(log n) Bits wegen Adressierbarkeit)

e Operationen auf Wortern kosten eine Zeiteinheit

e Alle n Zahlen der Eingabe bestehen aus W
Worten, also Eingabegrofde ist \W-n

Laufzeit von Radixsort:
O(W:-n), was optimal ist.

Problem: was ist, wenn die Zahlen unterschied-
liche Langen haben??
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Genaueres Kostenmodell

Problem: was ist, wenn die Zahlen
unterschiedliche Langen haben??

Neben Radixsort benotigen wir einen
welteren Sortieralgo: Patriciasort.

Grundlegender Ansatz: Patriciasort baut
Patricia Trie der Zahlen auf.

09.11.2016 Proseminar EA
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Patriciasort

Annahme: Ziffern aus {0O,...,K-1}
Eingabe: n Zahlen mit Werten < K9 (max d Ziffern)
Beispiel: K=10, d=3

} Wurzel
Stelle 2 2 [ " 4
Ziel: Stelle 1 1«13+ 8
Stelle O 4 6
Voo

Zahlenfolge: 201 415 432 484 486
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Patriciasort

Aufbau fur Eingabe (432,415,201,484,486):

l
2 —J4
1« 3« 8
4l-l6
ooy

201 415 432 484 486
Einbauzeit pro Zahl: O(#Zahlen + #Ziffern pro Zahl) = O(n+d)
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Patriciasort

Ist wie Patricia Trie, nur mit Listen

}
2k " 4
1 [ 3 [~ 8
4~ 6
Voo

201 415 432 484 486
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Patriciasort

|dealer Patricia Trie ohne Listen:

Aber Listenstruktur
4 reicht fur Effizienz.

>0

32
4 / \6
2 484 486

201 415 43

201

15
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Patriciasort

Gegeben: n Zahlen a,,...,a, < K9,

Patriciasort:
for ;=1 ton do
fige Zahl a; in Patricia Trie mit Listen
ein // Zeit O(i+d)
durchlaufe Patricia Trie und gib sortierte
Folge aus

Laufzeit: O(Z; (i+d)) = O(n(n+d))
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Sortierung beliebiger Zahlen

Eingabe: Folge M von Zahlen, die zusammen n
Worte der Grof3e ®(log n) umfassen

LinearSort(M):

* Telle Zahlen in Mengen M, ein, wobel M, aus
Zahlen der Lange in [2, 2'+1) besteht und n,
Zahlen umfasse

 FUr jede Menge M, betrachte 3 Falle:

1. n, <2 Patriciasort(M))
2. n,>2"und n;> n3: Radixsort(M)
3. n;>2"und n; < n'3; Patriciasort(M))
— Hange sortierte Folgen hintereinander
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Sortierung beliebiger Zahlen

Theorem 5.5: LinearSort hat Laufzeit O(n).
Bewels:
e Fall 1: Laufzeit: O(n(n+21)) = O(n, 21)
e Fall 2: Laufzeit: O(2/(n+n?3)) = O(n, 2)
 Fall 3: Laufzeit: O(n(n+2") = O(n?) =
O(n2/3)

o Gesamtlaufzeilt:

O (n; 21 + n2R)) = O(n).
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e Sortieren
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Selektion

Problem: finde k-kleinstes Element Iin einer
Folge von n Elementen

LOsung: sortiere Elemente (z.B. Mergesort),
gib k-tes Element aus — Zeit O(n log n)

Geht das auch schneller??
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Selektion

Ansatz: verfahre ahnlich zu Quicksort

10 5 19 1 14 3

SL‘ 1 3 10 ||| 19 | | 14

* |: Position des Pivotelements
» k<|: mach mit linker Tellfolge weiter
* k>]: mach mit rechter Teilfolge welter

09.11.2016 Proseminar EA
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Selektion

Function Quickselect(l,r,k: Integer): Element

[l a[l..r]: Restfeld, k: k-kleinstes Element, I<=k<=r

If r=I then return afl]

z:=zufallige Position in {l,..,r}; a[z] <> alr]

v:=alr]; =I-1; j:=r

repeat // ordne Elemente in [l,r-1] nach Pivot v
repeat i:=i+1 until afi]>=v
repeat |:=|-1 until afj|<v or |=I
If I<] then ali] <> afj]

until j<=i

ali] «> afr]

If k<i then e:=Quickselect(l,i-1,k)

If k>i then e:=Quickselect(i+1,r,k)

If k=i then e:=alk]

return e
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Quickselect

« C(n): erwartete Anzahl Vergleiche

Satz: C(n)=0(n)

Bewels:

e Pivot ist gut: keine der Tellfolgen langer als 2n/3
e Sel p=Pr[Pivot ist gut]

1/3 2/3

e p=1/3
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BFPRT-Algorithmus

Gibt es auch einen deterministischen Selek
-tionsalgorithmus mit linearer Laufzeit?

Ja, den BFPRT-Algorithmus (benannt nach
den Erfindern Blum, Floyd, Pratt, Rivest
und Tarjan).
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BFPRT-Algorithmus

. Sei m eine ungerade Zahl (5sm<21).
. Betrachte die Zahlenmenge S={a,...,a}.
. Gesucht: k-kleinste Zahl in S

Algorithmus BFPRT(S,k):

Teile S in| n/m | Blécke auf, davon | n/m_| mit m Elementen
Sortiere jeden dieser Blocke (z.B. mit Insertionsort)

S’:= Menge der | n/m | Mediane der Blécke.
m:=BFPRT(S',|S’|/2) /I berechnet Median der Mediane
S;i={xeS | x<m}; S,i= {xeS | x>m}

Falls k<|S, |, dann return BFPRT(S, k)

Falls k>|S,|+1, dann return BFPRT(S,,k-|S,|-1)

return m

ONOOhWNE

09.11.2016 Proseminar EA
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BFPRT-Algorithmus

Laufzeit T(n) des BFPRT-Algorithmus:
e Schritte 1-3: O(n)

e Schritt 4: T(( n/m )

e Schritt 5: O(n)

e Schritt 6 bzw. 7: ?77?

Lemma: Schritt 6/7 ruft BFPRT mit maximal
_(3/4)n] Elementen auf
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BFPRT-Algorithmus

Bewels: O.B.d.A. sel m=5

Mind. n/4 Elemente > s

® : Median
o 0 F
5 O 0
O ‘/'/
/O S 9
o 0 ©
s: Median der Mediane

Mind. n/4 Elemente < s

09.11.2016 Proseminar EA 39



BFPRT-Algorithmus

Laufzeit fur m=5:

T(n) < T((3/4)n)) + T(n/5]) + cn

fur eine Konstante c.

Satz: T(n) < d-n fur eine Konstante d.
Beweis: Ubung.

09.11.2016 Proseminar EA
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Suchen

 Balancierter Suchbaum
AVL-Baum, rot-schwarz-Baum, Splay
Baum (siehe Kapitel 2)

 Hashing (siehe Kapitel 2)

09.11.2016 Proseminar EA
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Probleme

« 10191: Longest Nap

 612: DNA Sorting

e 10037: Bridge

e 10152: ShellSort

e 10041: Vito's family

 10026: Shoemaker's Problem
Hausaufgabe:

« 855: Lunch in Grid City

09.11.2016 Proseminar EA
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