Reduktionen

Formalisierung von

 Sprache A ist nicht schwerer als Sprache B.

ldee:
e Algorithmus/DTM fur B kann genutzt werden, um A zu

entscheiden/akzeptieren.
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Zwel einfache Sprachen

P:={w e {0,1}*| wist ein Palindrom.}

XOR:={(a,b,c) € {0,1}"x {0,1}"x {0,1}" | a,b,c haben
die gleiche Lange und a@® b =c.}

f: {0,1Y — {0,1}'x {0,1}"x {0,1}"
W —  (w, wR, Owh
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Von XORund fzu P

M, bei Eingabe w € {0,1}"
1. Berechne mit M, das Tripel f(w) = (w, wR, 0l),
2. Simuliere Myor Mmit Eingabe f(w).

3. Falls My die Eingabe f(w) akzeptiert, akzeptiere
W.

4. Falls Myor die Eingabe f(w) ablehnt, lehne w ab.

Myor €Ntscheidet XOR, M; berechnet f.
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Graphische Darstellung von M

Eingabe fur Mp

W
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Berechnung von Funktionen

Zur Erinnerung:

Definition 2.6 DTM M = (Q,X,I',0). Die DTM M berechnet die
Funktion f: 2" > I\ {>,u}, falls fur alle w € " die Berech-
nung von M mit Eingabe w in einer akzeptierenden Konfi-

guration halt und dabei der Bandinhalt f(w) ist. Hierbei

werden > und alle U ignoriert.
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Reduktionen - Definition

Definition 2.34 L"<{0,1}* heil3t reduzierbar auf L<{0,1}*,
falls es eine Funktion f: {0,1}* —» {0,1}* gibt mit

1. Fdr alle we{0,1}* gilt:
wel®™ < f(w)el.

2. fist berechenbar, d.h., es gibt eine DTM M;, die die
Funktion f berechnet.

f heil3t Reduktion von L™ auf L, geschrieben L < L.
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Reduktionen — Graphische Darstellung

{0,1}" {0,1}"
f

| T
wel' =>f(w)el

wel =fw)el /

\
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Reduktionen, Entscheidbarkeit, Aufzahlbarkeit

Lemma 2.35 L",Le{0,1}*seien Sprachen mit L " <L.
Dann gilt:

1. Ist L entscheidbar, so ist auch L entscheidbar.

2. Ist L rekursiv aufzahlbar, so ist auch L™ rekursiv
aufzahlbar.
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Von L zul'

Angenommen, L' <L mittels f. Sei M DTM fir L.
M’ bei Eingabe w € {0,1}":
1. Berechne mit M; die Folge f(w).
2. Simuliere M mit Eingabe f(w).
3. Falls M die Eingabe f(w) akzeptiert, akzeptiere w.

4. Falls M die Eingabe f(w) ablehnt, lehne w ab.
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Graphische Darstellung von M’

DTM M’

Eingabe fur M’
Y I DTM M;

Ausgabe von M’
DTM M >

fw)
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Akzeptanz- und Halteproblem

H:= {(M)x | M ist DTM, die gestartet mit Eingabe x halt.}

A:= {(M)x | M ist DTM, die die Eingabe x akzeptiert.}

Wir wollen zeigen: H<A.
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Reduktion von H auf A

M bei Eingabe x € {0,1}":
1. Simuliere Mmit Eingabe x.

2. Falls M die Eingabe x akzeptiert, akzeptiere X.

3. Falls M die Eingabe x ablehnt, akzeptiere x.

~—

W falls w nicht von der Form (M)x flr eine
fw) =< DTM M ist.
| (M)x  falls w =(M)x und M wie oben definiert
_ definiert ist.
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Berechnung von f

M; bei Eingabe w € {0,1}":

1. Uberprife, ob w = (M)x fur eine DTM M und X €
(0,1}"

2. Falls dies nicht der Fall ist, gib w aus.
3. Sonst konstruiere aus M die DTM M.
4. Berechne (M) und gib (M)x aus.

Lemma 2.36 Das Halteproblem kann auf das
Akzeptanzproblem reduziert werden, also H <A.
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Die Sprache Useful

Useful:={ ((M),q) | M ist eine DTM mit Zustand g, und es
gibt eine Eingabe w, so dass M gestartet
mit w in den Zustand q gerat.}

Wir wollen zeigen: A < Useful.
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Reduktion von A auf Useful

M, bei Eingabe z € {0,1}":
1. Losche zvom Band und schreibe x auf das Band.

2. Simuliere M mit Eingabe X.

C ((Mreiecty, Oaccept) falls w nicht von der Form (M)x
fw) = < ISt. |
(M)s Qaccept) falls w = (M)x fur eine DTM M
L und ein xe {0,1}".
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Reduktion von A auf Useful

Lemma 2.37 Das Akzeptanzproblem kann auf die Sprache
Useful reduziert werden, also A < Useful.
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Reduktionen, Entscheidbarkeit, Aufzahlbarkeit

Lemma 2.35 L",Le{0,1}*seien Sprachen mit L <L.
Dann gilt:

1. Ist L entscheidbar, so ist auch L™ entscheidbar.
2. Ist L rekursiv aufzahlbar, so ist auch L™ rekursiv
aufzahlbar.

Korollar 2.38 L",Le{0,1}*seien Sprachen mit L  <L.
Dann gilt:

1. Ist L™ nicht entscheidbar, so ist auch L nicht
entscheidbar.

2. Ist L" nicht rekursiv aufzahlbar, so ist auch L nicht
rekursiv aufzahlbar.
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Graphische Darstellung von M’

DTM M’
Eingabe fir M’ A Ausgabe von M’
W | DTM M, 4 v >
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Das Halteproblem revisited

Satz 2.39 Das Halteproblem ist nicht entscheidbar.

Zur Erinnerung:

Satz 2.18 Das Halteproblem ist rekursiv aufzahlbar.

Satz 2.12 L ist genau dann entscheidbar, wenn L und L
rekursiv aufzahlbar sind.

Es reicht zu zeigen, dass das Komplement des
Halteproblems nicht rekursiv aufzahlbar ist.

WS 2018/19 Reduktionen
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Das Komplement des Halteproblems

Satz 2.39 Das Halteproblem ist nicht entscheidbar.

Bewels:

H:={w € {0,1}*| w ist von der Form (M)x fur eine DTM
M und M héalt bei Eingabe x. }

H:={w e {0,1}| w ist nicht von der Form (M)x fiir eine DTM
M oder w = {(M)x flr eine DTM M, die bei
Eingabe x nicht halt.}

Zu zeigen: H ist nicht rekursiv aufzahlbar.
Unser Ansatz: Diag < H.

WS 2018/19 Reduktionen
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Das Komplement des Halteproblems

r N
w e {0,1}" |w =w; und DTM M, akzeptiert w = w;
nicht.

\. /

Diag:= <

_H:={w c {0,1}*| w ist nicht von der Form (M)x fur eine DTM
M oder w =(M)x fur eine DTM M, die bei
Eingabe x nicht halt.}

f: {0,1} - {0,1}
w — (MT)W, wobel w = w;.

M= verhélt sich wie M, geht aber in Endlosschleife, wenn M in
Zustand qgjec; 9€ht.
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Das Komplement des Halteproblems

H:={w e {0,1}*| w ist nicht von der Form (M)x fur eine DTM
M oder w =(M)x fur eine DTM M, die bei
Eingabe x nicht halt.}

f: {0,1}° — {0,1}"
W — (MT)W, wobel w = w;.

M; bei Eingabe w € {0,1}":

1. Berechne] mitw =w;.
2. Konstruiere die DTM M}° und gebe (MT)W aus .
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Das Komplement des Halteproblems

Korollar 2.40 Die Sprache H ist nicht rekursiv aufzahlbar.

Korollar 2.41
(1) Die Klasse der rekursiv aufzahlbaren Sprachen ist von der

Klasse der entscheidbaren Sprachen verschieden.

(i1) Die Klasse der rekursiv aufzahlbaren Sprachen ist nicht
gegen Komplementbildung abgeschlossen.
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Akzeptanzproblem und Useful

Satz 2.42 Das Akzeptanzproblem A und die Sprache
Useful sind nicht entscheidbar.

Zur Erinnerung:

Lemma 2.36 Das Halteproblem kann auf das
Akzeptanzproblem reduziert werden, also H<A.

Lemma 2.37 Das Akzeptanzproblem kann auf die
Sprache Useful reduziert werden, also A < Useful.

WS 2018/19 Reduktionen
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Die Sprache H,

H, = {(M)| M ist DTM, die bei Eingabe g halt.}

Satz 2.43 Das Halteproblem mit leerem Band H, ist nicht
entscheidbar.

Beweis Wir zeigen H<H,.

Satz folgt dann aus Korollar 2.38 und H nicht
entscheidbar (Satz 2.39).
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Die Sprache H,

M, bei Eingabe z € {0,1}":
1. Losche zvom Band und schreibe x auf das Band.

2. Simuliere M mit Eingabe X.

~

W falls w nicht von der Form (M)x flr eine
F(w) = - DTM M ist.
M,y falls w=(M)x fur eine DTM M ist.
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Weitere Sprachen

{(M)| M hélt bei jeder Eingabe.} Totalitatsproblem

{(MY| M halt fur endlich viele Eingaben.}
Endlichkeitsproblem

{((My, (M) | M und M akzeptieren die gleiche Sprache.}
Aquivalenzproblem
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Das Aquivalenzproblem

{((My, (M) | M und M’ akzeptieren die gleiche Sprache.}

Satz Das Aquivalenzproblem ist nicht rekursiv aufzéhlbar.

Beweis: _
Mittels Reduktion H<Aquivalenzproblem.

[ (M, XM,) falls w nicht von der Form (M)x
f(w) 1= < far eine DTM M ist.
L (MaeepoXMreieety  falls w = (M)x fur eine DTM M ist.
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Das Aquivalenzproblem

Maccoo P€I Eingabe z € {0,1}"
1. Losche zvom Band und schreibe x auf das Band.

2. Simuliere M mit Eingabe X.

3. Falls M mit Eingabe x halt, akzeptiere.

WS 2018/19 Reduktionen
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Das Totalitatsproblem

{(M)| M halt bei jeder Eingabe.}

Satz 2.44 Das Totalitatsproblem ist nicht rekursiv
aufzahlbar.

Bewels: .
Mittels Reduktion H<Totalitatsproblem.

WS 2018/19 Reduktionen
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Das Totalitatsproblem

M® bei Eingabe z € {0,1}":

1.
2.
3.

Berechne |z|.

Simuliere M mit Eingabe x fur |z| Schritte.

Falls M wahrend der |z| Schritte halt, gehe in eine
Endlosschleife.

4. Sonst akzeptiere z.
[ (Maceepty falls w nicht von der Form (M)x fiir eine
f(w) 1= < DTM M ist.
| (MW&)) falls w = (M)x flr eine DTM M ist.
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Das Endlichkeitsproblem

{(My| M halt fur endlich viele Eingaben.}

Mittels M®) kann gezeigt werden, dass
H<Endlichkeitsproblem, d.h. das Endlichkeits-

problem ist nicht entscheidbar.

Beweis, dass das Endlichkeitsproblem nicht rekursiv
aufzahlbar ist, fUhren wir hier nicht.

WS 2018/19 Reduktionen

32



Der Satz von Rice (Entscheidungsprobleme)

Satz: Sei £, die Menge aller rekursiv aufzahlbaren Sprachen
und £ eine nichttriviale Teilmenge von £, d.h., £ # J und
L # L. Dann ist die Sprache

Le = {M)| L(M)eL}

nicht entscheidbar.

Bewelis:
« Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei J&X£. (Sonst

weise nach, dass £=£ \£L nicht entscheidbar ist).

» Da £ nichttrivial ist, existiert ein Le£,, mit Le£ und damit
eine DTM M, mit L(M,)=L.

« Damit wollen wir nachweisen, dass A<L, fur das
Akzeptanzproblem A ist, woraus der Satz folgen wirde.
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Der Satz von Rice (Entscheidungsprobleme)

Bewels fur A<L,:

Wir benaotigen eine Funktion f mit weA < f(w)el, .
Angenommen, w habe die Form {(M)x. Wir konstruieren daraus
eine DTM M’, die bei Eingabe y wie folgt arbeitet:

e simuliere M gestartet mit x

o falls M akzeptiert, dann simuliere M, gestartet mity

» akzeptiere genau dann wenn M, akzeptiert

Die folgende Funktion ergibt dann die Reduktion:

[ (Mreject) falls w nicht die Form (M)x hat
f(w) ;= <
(M) falls w die Form (M)x hat

-
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Der Satz von Rice (Rechenprobleme)

Mit leichten Anpassungen kann auch der folgende Satz
bewiesen werden:

Satz 2.45 Sei R die Menge aller berechenbaren Funktionen
und S eine Teilmenge von R. Dann ist die Sprache

L(S) = {(M)| M berechnet eine Funktion aus S.}

nicht entscheidbar genau dann wenn S eine nichttriviale
Teilmenge von R ist,d.h.,, Sz und S # R.
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Zusammenfassung

= Turingmaschinen als Berechnungsmodell

= Berechnung von DTMs — Rechenschritte,
Konfigurationen, Nachfolgekonfigurationen

= Akzeptieren/Ablehnen von Worten/Eingaben
= Akzeptieren/Entscheiden von Sprachen

= Unterschied zwischen Akzeptieren und Entscheiden
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Zusammenfassung

= Mehrband DTMs

= Simulationen

= Godelnummern und universelle DTMs

= Eigenschaften von DTMs als Sprachen, Halteproblem,...
= Eigenschaften unendlicher Mengen

= Diagonalisierung und Diag als nicht rekursiv
aufzahlbare Sprache
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Zusammenfassung

= Reduktionen, Reduktionen, Reduktionen

= Reduktionen und nicht entscheidbare oder nicht
rekursiv aufzahlbare Sprachen

= Halteproblem, Akzeptanzproblem, Halteproblem mit
leerem Band

= Satz von Rice

WS 2018/19 Reduktionen
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