Polynomiell berechenbare Funktionen

Definition 3.18 f : ¥ > I'" heil3t polynomiell berechenbar,
wenn es eine DTM M mit polynomieller Laufzeit gibt, die
bei jeder Eingabe w € X"im akzeptierenden Zustand und
mit Bandinhalt f(w) halt.

Dabei werden > und LI‘s ignoriert.

Lemma 3.19 Seienf: ¥ 5T und g:I" = E polynomiell
berechenbar. Dann ist auch gof : ¥ — & polynomiell

berechenbar.
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Polynomielle Reduktionen

Definition 3.20 Seien A,B Sprachen. A heildt auf B
polynomiell reduzierbar, wenn es eine polynomiell
berechenbare Funktion f gibt mit

w e A < f(w) e B fur alle w.

Die Funktion wird in diesem Fall eine polynomielle

Reduktion genannt.

Ist A auf B polynomiell reduzierbar, so schreiben wir
A<, B.
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Reduktionen — Graphische Darstellung

{0,1}" {0,1}"
f

" e
weA=f(w) eB

N

q\WﬁEA:M‘(W)e‘B

e —— e
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Zwei einfache Sprachen
PAL:={w € {0,1}*| w ist ein Palindrom.}

XOR:={(a,b,c) € {0,1}"x {0,1}"x {0,1}" | a,b,c haben
die gleiche Lange und a@® b =c.}

f: {0,1} — {0,1}'x {0,1}'x {0,1}"

w = (w, wR, 0wl
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Von XOR und f zu PAL

My, bei Eingabe w € {0,1}":
1. Berechne mit M, das Tripel f(w) = (w, wR, 0l),
2. Simuliere Myor Mmit Eingabe f(w).

3. Falls My die Eingabe f(w) akzeptiert, akzeptiere
W.

4. Falls Myor die Eingabe f(w) ablehnt, lehne w ab.

Myor €Ntscheidet XOR, M; berechnet f.
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Graphische Darstellung von M

Eingabe fur Mp,,

DTM Moy,

w >

DTM M,

fw)

DTM Myor

Ausgabe von Mg,

~

7

Da f polynomiell berechenbar ist, ist also PAL <; XOR

WS 2018/19
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Eigenschaften polynomieller Reduktionen

Satz 3.21 Gilt A<, Bund B € P,so folgt A e P.

Da PAL < XOR und XOReP, ist damit auch PAL eP.
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Von B und fzu A

M, bei Eingabe w € {0,1}"
1. Berechne mit M; die Folge f(w).
2. Simuliere Mg mit Eingabe f(w).

3. Akzeptiere w genau dann, wenn Mg f(w) akzeptiert.

= M, Mg polynomielle DTMs.
= M:berechnet f.

= Mg entscheidet B.
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Eigenschaften polynomieller Reduktionen

Satz 3.21 Gilt A<, Bund B € P, so folgtA e P.

Lemma 3.19 Seienf: ¥ > I" und g: I" —» E polynomiell
berechenbar. Dannistauchgof:X — & polynomiell
berechenbar.

Lemma 3.22 Gilt A<, Bund B <, C,sogiltA<, C.

Satz 3.23 3SAT ist auf Clique polynomiell reduzierbar, d.h.,
3SAT <, Clique.
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Reduktion 3SAT auf Clique




Reduktion 3SAT auf Clique




Reduktion 3SAT auf Clique

X, X5, X;5)



Reduktion 3SAT auf Clique

qx1’x2’x3) =



NP-Vollstandigkeit - Definition

Definition 3.24 Eine Sprache L heil3t NP-vollstandig,
wenn sie die beiden folgenden Bedingungen erfullt.

1. Listin NP enthalten.

2. Fur jede Sprache A in NP gibt es eine polynomielle

Reduktion von A auf L.
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NP-Vollstandigkeit - Eigenschaften

Satz 3.25 Ist L NP-vollstandig und ist L € P, so gilt P = NP.

Satz 3.26 Ist A e NP und gilt L <, A fur eine NP-vollstandige
Sprache L, so ist A NP-vollstandig.

Satz 3.23 3SAT ist auf Clique polynomiell reduzierbar,
d.h., 3SAT <, Clique.

Also: Ist 3SAT NP-vollstandig, dann auch Clique.
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Der Satz von Cook-Levin

Satz 3.27 SAT ist NP-vollstandig.
Satz 3.29 3SAT ist NP-vollstandig.

Bewels von Satz 3.27
SATeNP: wissen wir bereits
Wir kennen noch keine NP-vollstandige Sprache, also

mussen wir zeigen: fur alle LeNP gilt L <, SAT

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit

16



Konfigurationen und Berechnungstabellen

= Sel N eine NTM.

= Eingabe fur N ist w, dann heil3t g,>w Startkonfiguration.

" K=aqp heildst akzeptierende Konfiguration, falls q = g ¢cept-

= K=aqgP heildt ablehnende Konfiguration, falls q = q,ject-

= Rechnung von N bei Eingabe w: Folge K,,K,,... von
Konfigurationen.

» Es gibt mehrere Rechnungen von N bei Eingabe w,
abhangig von den ausgewéahlten Rechenschritten.

» Darstellung von Rechnung durch Berechnungstabelle.

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit 17



Konfigurationen und Berechnungstabellen

e Laufzeit von NTM N sei nk -2 (existiert fir LeNP).

« Konfigurationen aqp bestehen aus héchstens nk -1
Symbolen aus QuUT.

« Erganzen Konfigurationen aqf um Endsymbol #.
. |ocq[3#| < nk.

« Jede Rechnung besteht aus héchstens nksolcher
Konfigurationen.

e Fassen Konfigurationen einer Rechnung in nk x nk Tabelle
zusammen.
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Berechnungstabellen

N
Jo | P> [Wq | W, w, | U Ll | #
> | x| * % * | H# Kl
> * * # K2
nk
b #
< nk >
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Berechnungstabellen

Qo | |Wq | W, w, | U Uld
> % * u
> f

nk
\ > 4
nk >

« Berechnungstabelle heildt akzeptierend, falls sie das
Symbol q,.cept €NthAlt.

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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Berechnungstabellen

W,

Beobachtung: w wird von N akzeptiert genau dann, wenn es
eine akzeptierende Berechnungstabelle von N bei Eingabe w

gibt.

WS 2018/19

NP-Vollstandigkeit
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Von Tabellen zu Formeln

nk

Ziel: Gegeben NTM N = (Q,Z,I',6) und w € X*, konstruieren wir
Boolesche Formel ¢, so dass ¢ genau dann erfullbar ist, wenn

es eine akzeptierende Berechnungstabelle von N bei Eingabe
w gibt.
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Struktur der Formel

e C=QuUT U {#}

Boolesche Variablen x;. ., 1 <i,j <nk, s e C.

l,],S?

Interpretation

v pro Eintrag in Berechnungstabelle und pro
moglichem Symbol eine Variable.

v Xi;s =1 < Eintrag an Position (i,j) der
Berechnungstabelle ist s € C.
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Die Struktur der Formel

¢ = ¢Start N ¢accept A ¢Eintrag A ¢move

Osiori - 1. Zeile entspricht Startkonfiguration.
(I)mcept . Berechnungstabelle ist akzeptierend.

Peintrag - Eintrége korrekt formatiert.

°* Pnove: Aufeinander folgende Zeilen entsprechen
Konfiguration und Nachfolgekonfiguration.
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Die Struktur der Formel

Ostart = X11,00 N X125 A
X1,3,W1 A X1,4,w2 A ... A Xl,n+2,wn A

Xineau Neoo A Xpper o A Xppkg

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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Die Struktur der Formel

Ostart = X11,00 N X125 A
X1,3,W1 A X1,4,w2 A ... A Xl,n+2,wn A

Xineau Neoo A Xpper o A Xppkg

(I)accept = \/ Xi,j,qaccept

1<i,j<nk

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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Die Struktur der Formel

Ostart = X11,00 N X125 A
X1,3,w1 A X1,4,w2 A ... A Xl,n+2,wn A

Xineau Neoo A Xpper o A Xppkg

(I)accept = \/ Xi,j,qaccept

1<i,j<nk
¢Eintrag = A [(\/ Xi'jis )/\ (A()?i,j,s V il,],t) ) ]
1<i,j<nk  seC s,teC, s#t

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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Berechnungstabellen

A
o | P> Wy | W, w, U #
> e
> e
\ /4 > #
WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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Fenster in Berechnungstabellen

Qo | |Wq|Wp| - |wW, U] - -

g
f
i

|

—— Fenster

nk

* (i,))-Fenster fir 1<i<nk-1, 2 <j < nk-1.

e Insgesamt (nk-1)-(nk-2) Fenster.

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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(i,j)
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Fenster in Berechnungstabellen

ul - U

Oy | P | Wy | W, W,

f#
f#
> !

—— Fenster

(1))

(1,]))-Fenster:

nk

Fenster mit Belegungen a, € C heildt legal,
wenn es der Ubergangsfunktion von N nicht

A |95 |3 widerspricht.

d; | Ay | Ag ’

 Anzahl moéglicher Belegungen |c|e.
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Legale Fenster

1. 6(q,, @) ={(g,,b,R)}

2. 8(9,, b) ={(g,,c,L),(q,a,R)}

(a) d, (b) d,

o | € aja g

(d)l>ba (e)aba

v
o
)
)
o

d,

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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qaccept

qaccept

a | (;

al|b
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lllegale Fenster

1. 6(q,, @) ={(g,,b,R)}

2. 8(9,, b) ={(g,,c,L),(q,a,R)}

(@) (b)

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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Fenster in Berechnungstabellen

do > W, | W, - w, LI - LI n
> f
> f
|—+—— Fenster
- ~ |
>

nk

Orove = /\ (Das (i,))-Fenster ist legal)

1<i<nk-1
2<j<nk-1
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Fenster in Berechnungstabellen

A

q0 D w1 w2 Py wn I_I Py I_I

i
f
f

| et

—— Fenster

f

nk

>

Orove = /\ (Das (i,))-Fenster ist legal)

1<i<nk-1
2<j<nk-1

¢move = /\ \/(Xi,j-l,al A Xi,j,a2 A Xi,j+1, ag A Xi+1,j-1,a4 /\Xi+1,j, ag /\Xi+1,j+1, a6)
1<ignk-1  (ay,...,aq)
2<j<nk-1 Ist legales
Fenster
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Fenster in Berechnungstabellen

q0 D w1 w2 Py wn I_I Py U

i
f
f

|t

—— Fenster

nk

Lemma 3.28 Ist die erste Zeile die Startkonfiguration von N
bei Eingabe w und ist jedes Fenster der Tabelle legal, so ist

jede Zeile eine Nachfolgekonfiguration der Konfiguration der
vorangegangenen Zeile und die Tabelle ist eine

Berechnungstabelle von N bel Eingabe w.
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Fenster in Berechnungstabellen

qo D w1 w2 Py wn I_I Py I_I

i
f
f

[

—— Fenster

nk

Beweis von Lemma 3.28

(I)Start garantiert, dass Zeile 1 eine legale Startkonfiguration
sein muss.

Zeile i legale Konfiguration und alle (i,))-Fenster legal
= Zeile i+1 legale Konfiguration
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Die Struktur der Formel

(I) = (I)Start A (I)accept A (I)Eintrag A (I)move

Ostart = X110 A X 120 A X1 3wy, A Xpgw, A o+ A Xgniow,
Xoneau Neoo A Xqper, o N X nk g

(I)accept = \/ Xi,j,qaccept

1<i,j<nk
¢Eintrag = A [(\/ Xi'jis )/\ (A()?LLS V ih],t) ) ]
1<i,j<nk  seC s,teC, s#t

¢move = /\ \/(Xi,j-l,al A Xi,j,a2 A Xi,j+1, ag A Xi+1,j-1,a4 /\Xi+1,j, ag /\Xi+1,j+1, a6)
1<ignk-1  (ay,...,aq)
2<j<nk-1 Ist legales
Fenster
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GrolRe der Formel

(I) = (I)Start N (I)accept A (I)Eintrag A (I)move

Osiort - N Literale.
Paccept - N Literale.
Peintrag | O(N%) Literale.

*  Orove s O(N?) Literale.

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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Zusammenfassung — SAT NP-vollstandig

* Wir wollten zeigen: fur alle LeNP gilt L <, SAT.

« Betrachte beliebiges LeNP.

« Dann existiert NTM N far L mit polynomieller
Laufzeit, also O(nk) fir ein konstantes k, bzw.
maximal c-nk Laufzeit fir Konstanten c,k.

 Dann existiert eine DTM Mq, die aus jedem
weX* In polynomieller Zeit eine Boolesche
Formel ¢(w) baut mit (s. Ziel auf Folie 22):
wel (d.h. es existiert akzeptierende Rechnung
von N auf w) < ¢(w) erfullbar (d.h. ¢(w)eSAT)

* AlsoistL <, SAT.
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3SAT ist NP-vollstandig

Satz 3.29 3SAT ist NP-vollstandig.

Ziel SChreiben (I) — (I)Start N (I)accept N ¢Eintrag N (I)move in S'KNF'

Zunachst ¢ in KNF.
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Die Struktur der Formel

(I) = (I)Start A (I)accept A ¢Eintrag A (I)move

(I)Start = Xl,l,qo A X 1,2,> A X1,3,W1 A X1,4,W2 Ao A Xl,n+2,wn
Xineau N A Xgpea, o A Xqnkg

(I)accept = \/ Xi,j,qaccept

1<i,j<nk

Pstarts Paccept SN bereits in KNF.

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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Die Struktur der Formel

Okintrag = /\ [(\/ Xij.s )/\ (/\()?i,j,s V Xij0 ) ]

1<i,j<nk seC s,teC, s#t
= /\ (\/ xi,j,s) A /\ (/\ (Xijs V xi,j,t))
1<i,j<nk seC 1<i,j<nk s,teC,

s#t

Damit ¢gj,yaq €0eNfalls in KNF.

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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Die Struktur der Formel

¢move = /\ \/(Xi,j-l,al A Xi,j,a2 A Xi,j+1, ag A Xi+1,j-1,a4 /\Xi+1,j, ag /\Xi+1,j+1, a6)

1<i<nk-1  (ay,...,a5)
2<j<nk-1 Ist legales
Fenster

GrofRe von

¢Fenster = \/ (Xi,j—l,al A Xi,j,a2 A Xi,j+1, ag A Xi+1,j—1,a4 /\Xi+1,j, ag /\Xi+1,j+1, a6)

Ist legales
Fenster

hangt nur von N, nicht von w ab, ist also konstant.

Bekannt: flr jede Boolesche Formel ¢ gilt es eine
aquivalente Boolesche Formel ¢" in KNF.
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Die Struktur der Formel

¢move = /\ V(Xi,j-l,al A Xi,j,a2 A Xi,j+1, ag A Xi+1,j-1,a4 /\Xi+1,j, ag /\Xi+1,j+1, aG)

1<i<nk-1  (ay,...,a5)
2<j<nk-1 Ist legales
Fenster

GrofRe von

¢Fenster = \/ (Xi,j—l,al A Xi,j,a2 A Xi,j+1, ag A Xi+1,j—1,a4 /\Xi+1,j, ag /\Xi+1,j+1, a6)

Ist legales
Fenster

hangt nur von N, nicht von w ab, ist also konstant.

Wir schreiben ¢g o1 UNd damit ¢, 1N KNF.
Grof3e bleibt polynomiell in lw .
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Von KNF zu 3-KNF

Wir ersetzen
ava,Vv--va
durch erfullbarkeitsaquivalente 3-KNF Formel

(a,va,vz)A(z,va, vZ) (Z,va,vz;)A

A (Z va Vv Z|—3) N\ (ZI—S va,Vv al)

z, neue Variablen, paarweise verschieden.
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Clique ist NP-vollstandig

Satz 3.23 3SAT ist auf Cligue polynomiell reduzierbar,
d.h., 3SAT <, Clique.

Satz 3.30 Clique ist NP-vollstandig.

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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Graphen und Knotenuberdeckung

G = (V, E) ungerichteter Graph.

U < V heild3t Knotentberdeckung, wenn fir alle e € E gilt
e N U zd.

U heil3t k-Knotentberdeckung, wenn U Knotenidberdeckung
und |U| =K.

U={2, 3, 4} ist 3-KnotenlUberdeckung.
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Die Sprache Knotenuberdeckung

Knotentberdeckung := {{G, k)| G besitzt
k-Knotentberdeckung}

(G,, 3) € Knotenuberdeckung
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Knotenuberdeckung ist NP-vollstandig

Satz 3.31 Knotenuberdeckung ist NP-vollstandig.

« KnotenlUberdeckung € NP. v

« 3SAT <, Knotenuberdeckung.

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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Reduktion 3SAT auf Knotenuberdeckung

f=(X, VX VX)A(X VX, VX ) A (X VX, VX, )

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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Reduktion 3SAT auf Knotenuberdeckung

f=(X, VX VX)A(X VX, VX)) A (X VX, VX, )

@ %, X, X,
v,

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit 51
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Reduktion 3SAT auf Knotenuberdeckung

f=(X, VX VX )A(X VX, VX)) A (X VX, VX,)

@ %, X, X,
v,
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Reduktion 3SAT auf Knotenuberdeckung

f=(X, VX VX )A(X VX, VX)) A (X VX, VX,)

LR Y
; \\
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Reduktion 3SAT auf Knotenuberdeckung

f=(X, VX VX )A(X VX, VX)) A (X VX, VX,)

LR Y
VN
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Reduktion 3SAT auf Knotenuberdeckung

f=(X, VX VX)A(X VX, VX ) A (X VX, VX))

(X) %, X, X,
v,
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Reduktion 3SAT auf Knotenuberdeckung

f=(X, VX VO)A(K VX, VX ) A (X VX, VX))

@ % X, X,
v,
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Rucksackproblem und SubsetSum

RS

ent *

WS 2018/19

(G,W,g,w)

G={9,....9,},W ={w,,...,w,} und es
existiert ein Sc {1...,n} mit > g <g

und > w, >w.

NP-Vollstandigkeit

N

'
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Rucksackproblem und SubsetSum

RS

ent *

SubsetSum = {(S,t}

WS 2018/19

(G,W,g,w)

G={9,....9,},W ={w,,...,w,} und es
existiert ein Sc {1...,n} mit > g <g

und > w, >w.

ein Tc {l...,n} mit > s =t

N

'

S={s,....,S,} =N, teN und es existiert}

NP-Vollstandigkeit
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Rucksackproblem und SubsetSum

Lemma 3.32 SubsetSum ist polynomiell reduzierbar auf
RS

ent-

Satz 3.33 SubsetSum ist NP-vollstandig.

Daher RS, iIst NP-vollstandig.

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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Reduktion 3SAT auf SubsetSum

WS 2018/19

X
N
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Reduktion 3SAT auf SubsetSum

WS 2018/19

X
N

X
w

O
[N

@)
N

o o o Oo|r P O O O O
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Reduktion 3SAT auf SubsetSum

<

w
=
=
o

g, | 0 0 0|1 O
h, | o 0 o |1 o0
g, | 0 0 O0 |0 1
h, o 0o o0 1
t |1 1 1|3 3
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Reduktion 3SAT auf SubsetSum

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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Reduktion 3SAT auf SubsetSum

f=(X, VX, VX3)A (X VX,V Xy)

‘ X1 Xy X3 ‘ C, G,

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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Reduktion 3SAT auf SubsetSum

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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Das Problem des Handlungsreisenden

Satz 3.34 TSP, Ist NP-vollstandig.

Polynomielle Reduktion vom Hamiltonkreis Problem
(wird in den Ubungen behandelt), fur welches eine
(recht komplexe) polynomielle Reduktion von SAT
existiert.

WS 2018/19 NP-Vollstandigkeit
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