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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Vorlesung werden Sie ein faszinierendes Gebiet der Informatik kennen lernen, die
Theoretische Informatik. Einige werden jetzt denken, dass die Begriffe Theorie und Faszi-
nation nicht zusammen passen. Ziel dieser Vorlesung ist es, Sie durch eine Einfiihrung der
wesentlichen Begriffe, Ergebnisse und Techniken der Theoretischen Informatik vom Gegenteil
zu iiberzeugen. Im weiteren Verlauf [hres Studiums werden Sie dann feststellen, dass Sie etliche
Ergebnisse und Techniken dieser Vorlesung in der Praxis verwenden konnen.

1.1 Ziele der Vorlesung

Die grundlegende Frage, mit der wir uns in dieser Vorlesung beschéftigen, lautet:
Was sind die wesentlichen Mdglichkeiten und Grenzen von Computern?

Es mag fiir einige iiberraschend klingen, aber es gibt Probleme, die auf Computern grundsitz-
lich nicht gelost werden konnen. Vielleicht haben Sie sich schon gefragt, warum Sie noch kein
Java-Programm kennen gelernt haben, dass fiir jedes Java-Programm entscheidet, ob es bei
einigen Eingaben in eine Endlosschleife gerdt. Dieses Problem wird das Halteproblem genannt.
Ein Programm, das das Halteproblem 16st, wire doch aufserordentlich hilfreich und kénnte
hiufig ein quélend langsamen Debuggen von Programmen ersetzen. Die Antwort, warum Sie
solch ein Programm noch nicht gesehen haben, ist einfach: Es kann ein solches Programm nicht
geben! Und wir werden diese Aussage in dieser Vorlesung beweisen.

In der Vorlesung Datenstrukturen und Algorithmen haben Sie Algorithmen fiir unterschiedli-
che Probleme gesehen. Fiir das Sortierproblem etwa haben Sie mehrere Algorithmen kennen
gelernt, die alle eine Laufzeit (gemessen in Anzahl der Vergleiche) von O(nlog(n)) besitzen.
Das Sortierproblem lésst sich daher effizient 16sen. Fiir das Rucksackproblem haben Sie einen
auf dem Prinzip der dynamischen Programmierung basierenden Algorithmus kennen gelernt
mit Laufzeit O(nW'), wobei n die Anzahl der Gegenstédnde und W die Kapazitit des Rucksacks
ist. Wie wir in dieser Vorlesung sehen werden, ist dieses kein effizienter Algorithmus (kénnen
Sie sich schon jetzt erklidren, warum dies kein effizienter Algorithmus ist?). Gibt es einen bes-
seren, d.h. effizienteren Algorithmus fiir das Rucksackproblem? Bislang ist es noch niemandem
gelungen, einen wesentlich besseren Algorithmus zu entwerfen. Warum ist dies so? Wie wir
sehen werden, gibt es gute Griinde zu glauben, dass das Rucksackproblem nicht effizient gelost
werden kann. Uns interessiert in der Theoretischen Informatik nicht nur die Unterscheidung
zwischen Problemen, die wie das Sortierproblem und das Rucksackproblem auf Computern
algorithmisch gel6st werden kénnen, und Problemen, die wie das Halteproblem grundsitzlich
nicht algorithmisch gel6st werden kénnen. Wir wollen auch verstehen, welche Probleme wie das
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Sortierproblem effizient algorithmisch gelést werden kénnen, und fiir welche Probleme dieses
nicht moglich ist.

Um diese Fragen untersuchen zu kénnen und um Aussagen mathematisch prézise beweisen
zu konnen, bendtigen wir zunéchst einmal ein formales Modell eines Computers. Dieses sollte
komplex genug sein, um die Moglichkeiten moderner Computer angemessen wiederzugeben.
Das Modell sollte aber auch so einfach sein, dass es uns gelingt, Aussagen iiber die Méchtigkeit
von Computern zu beweisen. Ein solches Modell wurde bereits vor iiber 70 Jahren von dem
englischen Mathematiker Alan Turing eingefiihrt, die Turingmaschinen. Weiter werden wir
erkldren und definieren miissen, wann ein Problem effizient gelost werden kann. Dieses wird
uns auf die Theorie der polynomiellen Algorithmen oder Turingmaschinen und schliefslich auf
die Theorie der NP-Volistindigkeit fiihren. Letztere wird uns helfen zu erkliren, warum fiir
viele interessante und praktisch wichtige Probleme noch keine effizienten Algorithmen bekannt
sind, wir aber auch nicht zeigen kénnen, dass diese Probleme algorithmisch nicht effizient geldst
werden kdénnen.

Die Vorlesung gliedert sich in zwei Teile. Beginnen werden wir mit der Beschreibung von
Turingmaschinen und der Untersuchung von Problemen, die sich nicht auf einem Computer
16sen lassen. Dieser Teil der Vorlesung ist die Theorie der Berechenbarkeit. Danach werden
wir uns mit der Frage beschiftigen, was unter einem algorithmisch effizient 16sbaren Problem
verstanden werden kann. Auch hier werden wir Turingmaschinen als Rechnermodell nutzen und
eine Klassifikation von Problem entsprechend ihrer effizienten Losbarkeit oder algorithmischen
Komplezitdt entwerfen.

Die Theoretische Informatik liefert viele iiberraschende und elegante Konzepte und Ergebnisse,
die in etlichen anderen Bereichen der Informatik angewandt werden. Hauptziel der Vorlesung
ist es, Thnen diese Ergebnisse und Konzepte zu vermitteln. Den Schwerpunkt legen wir dabei
auf den wesentlichen Ideen. Diese Ideen kann man jedoch nur dann richtig einordnen, wenn
wir die technischen Details und Schwierigkeiten angemessen verstehen. Wir werden Ihnen
daher die technischen Details nicht ersparen und nicht ersparen kénnen, wenn dies fiir das
tiefere Verstdndnis notwendig ist. Das Erlernen dieser Details und der wichtigen sich dahinter
verbergenden Techniken ist wie das Erlernen einer neuen Sprache. Es mag am Anfang mithsam
sein, aber einmal erlernt, wird vieles einfacher und klarer.

1.2 Notationen

Bevor wir mit dem eigentlichen Inhalt der Vorlesung beginnen, noch einige wenige wesentliche
Bezeichnungen und Sprechweisen. Fiir eine endliche, nichtleere Menge A={ay, ...q;} (Alphabet,
die a;’s sind Buchstaben oder Symbole) bezeichnet:

e A" die Menge aller Worte (Sétze) mit n Buchstaben aus A, also A™ = {bibabs...b, |
bje Afiri=1,....,n},n>1,

o AV:= {c}, wobei ¢ das leere Wort ist, also das Wort, das aus keinem Buchstaben besteht.
(Beachten Sie, dass A° nicht die leere Menge ist!)

A* = GA”
n=0

AT = A
n=1

AST = OA"
n=0

24, Januar 2019



1.2 Notationen 3

e L C A* ist eine Sprache iiber A, L := A*\ L ihr Komplement.
Weitere Notationen:

e Fiir a,8 € A* ist - B bzw. kurz af die Konkatenation von o und (3, d.h. das Wort, das
sich durch das Hintereinanderschreiben von « und f ergibt (Haus-maus = Hausmaus).
Hiufig werden wir den - weglassen und statt a - 8 einfach «f fiir die Konkatenation von
«a und S schreiben.

Esgilt: e-=05-e=0, ¢ -e=¢, und fiir beliebiges a € A und n > 1 gilt:

0

a’ :=¢, und a” := a""!

a=(aaa...a).
n Mal

|| ist die Lange von (= # Buchstaben in) a.

e bin(n) die Binérstellung einer natiirlichen Zahl n.

Fiir by, ...,b.—1 € {0,1} bezeichnet (b,_1...bg)s die durch by...b,_; bindr dargestellte
natiirliche Zahl, d.h.,

r—1
(br—1-.-bo)a = Y _b;2".
=0

Fiir eine Menge M ist P(M) die Potenzmenge, d.h. die Menge aller Teilmengen, von M.
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Kapitel 2

Berechenbarkeit

In diesem Kapitel wollen wir untersuchen, welche Probleme auf Computern gelést werden kon-
nen. Dabei werden wir uns auf Entscheidungsprobleme konzentrieren, die wir durch Sprachen
beschreiben kénnen. Genauer gesagt wollen wir folgendes Problem l6sen: Angenommen, wir
haben eine beliebige Sprache L C ¥* {iber einem Alphabet Y. Das Ziel ist es dann herauszu-
finden, ob es einen Algorithmus gibt, der fiir eine Eingabe & € X* in endlicher Zeit entscheiden
kann, ob z € L ist oder nicht. Ein Entscheidungsproblem oder die dazugehorige Sprache wer-
den wir entscheidbar nennen, wenn das Entscheidungsproblem wie oben beschrieben gelost
werden kann. Wir werden sehen, dass nicht alle Sprachen entscheidbar sind.

Um diese Begriffe prizise zu fassen, bendtigen wir ein mathematisch prizises Rechnermodell.
Hierzu werden wir die Turingmaschinen einfiihren. Nach der Einfiihrung einiger Grundbegrif-
fe und der Vorstellung von Beispielen werden wir einige grundlegende Programmiertechniken
kennenlernen, die uns in die Lage versetzen zu zeigen, dass verschiedene Turingmaschinenmo-
delle gleich michtig sind beziiglich der Entscheidbarkeit von Sprachen. Das Gleiche konnte
auch fiir verschiedene andere Rechenmodelle nachgewiesen werden wie Registermaschinen,
was uns zur Churchschen These fiithrt, die aussagt, dass der {iber Turingmaschinen definierte
Entscheidbarkeitsbegriff mit unserer durch moderne Computer geprigten Vorstellung iiber-
einstimmt. Anschliefend werden wir die Existenz universeller Turingmaschinen nachweisen,
d.h. Turingmaschinen, die jede andere Turingmaschine simulieren kénnen. Mit anderen Wor-
ten, eine Turingmaschine ist in der Lage, auf Code und Daten wie eine Registermaschine zu
arbeiten, welche das Grundmodell jedes modernen Computers darstellt: Fin Prozess agiert auf
einem linear adressierten Speicher, in dem das Programm und die Daten gehalten werden. Zum
Abschluss des Kapitels werden wir dann die Existenz unentscheidbarer Sprachen herleiten und
wichtige Beispiele unentscheidbarer Sprachen kennenlernen. Dieser Teil bildet den Kern von
Kapitel 2.

2.1 Turingmaschinen

Die Turingmaschine wurde 1936 (vor der Entwicklung erster elektronischer Rechenanlagen)
von Alan Turing eingefiihrt. Sie diente ihm als formales Modell, um den Begriff , berechenbar*
zu formalisieren. Als Speichermedium besitzt eine Turingmaschine ein nach rechts unendli-
ches Band, das in Zellen aufgeteilt ist. Eine Zelle kann ein Element aus dem sogenannten
Bandalphabet speichern. Die Turingmaschine besitzt eine Kontrolle und einen Lesekopf. Die
Kontrolle befindet sich stets in einem von endlich vielen Zustdnden. Der Lesekopf kann den In-
halt einer Speicherzelle lesen, aber auch ein neues Zeichen in eine Zelle schreiben (schematisch
dargestellt in Abbildung 2.1). Weitere Bausteine des Modells sind in der folgenden Definition
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Kontrolle

Lesekopf

Y

>10(1)0|1f0)0 |1 (1L |jUfU

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung einer Turingmaschine

zusammengefasst.

Definition 2.1 Eine deterministische 1-Band- Turingmaschine oder einfach Turingmaschine
(DTM) wird durch ein 4-Tupel M = (Q,X,T,0) beschrieben. Dabei sind @, X, I' endliche,
nichtleere Mengen und

1.

Q ist die Zustandsmenge mit 4o, Gaccepts Greject € Q und Gaccept # Qreject - 40 ist der
Startzustand, qaccept ist der akzeptierende Zustand und geject ist der ablehnende Zustand.

Y. ist das Eingabealphabet, wobei das Blank L und das Startsymbol > nicht in 3 liegen.

. I' ist das Bandalphabet, wobei ¥ C I"' und U, > € T,

0+ Q\{Gaccept, Greject } X I' = Q x I' x {R, L} ist die Ubergangsfunktion. Fiir Jaccept X I’
und greject X I' ist 6 also nicht definiert.

. Fir das Symbol > € T" und alle Zustinde ¢ € @ gilt §(¢,>>) = (p,>, R) mit p € Q.

Auferdem muss fiir alle ¢ € Q und a € T';a # >, gelten d(q,a) = (p,b, D), wobei
peR,belb#>und D € {L,R}. Mit anderen Worten: > kann nur dann als zweite
Koordinate eines Funktionswertes von § auftauchen, wenn es auch zweite Koordinate des
Argumentes ist.

Spéiter werden wir auch nichtdeterministische Turingmaschinen kennenlernen. Um spéteren
Verwechslungen vorzubeugen, werden wir daher auch jetzt schon stets von deterministischen
Turingmaschinen (DTMs) reden.

Beispiel 1: Die DTM M ist wie folgt definiert.

e ¥ = {a} ist das Eingabealphabet.

o I' = {LJ,>,a} ist das Bandalphabet.

e Q = {q,q,q,q3} ist die Zustandsmenge. Dabei ist g2 = Gaccept der akzeptierende

Zustand und g3 = greject 15t der ablehnende Zustand.

e Die Ubergangsfunktion § ist durch die folgende Tabelle 2.2 definiert.

1) ‘ a > L
9 | (q1,a,R) | (q0,>, R) | (¢3,, R)
¢ | (q1,a,R) | (q1,>, R) | (q2,U, R)

Abbildung 2.2: Erstes Beispiel der Ubergangsfunktion einer DTM

24, Januar 2019



2.1 Turingmaschinen 6

Andern wir die Ubergangsfunktion §, indem wir in der ersten Zeile der Tabelle §(qg,>) =
(go, >, R) durch d(qgo,>) = (qo,U, L) ersetzen, so erhalten wir keine korrekte Beschreibung
einer DTM. Denn ist die zweite Koordinate des Arguments von § das Startsymbol >, so muss
auch die zweite Koordinate des Funktionswertes > sein. Auferdem muss in diesem Fall die
dritte Koordinate des Funktionswertes R sein (5. in der Definition einer DTM).

Wir beschreiben nun die Berechnung einer D'T'M. Zunéchst geschieht dieses informell, dann
werden wir die Berechnung genauer definieren. In der dufiersten linken Zelle des Bandes einer
DTM steht immer das Startsymbol t>. In den Zellen rechts vom Startsymbol > steht zu Beginn
der Berechnung einer DTM die Fingabe w = (w1, wa,...,w,) € ¥*. Die restlichen Zellen des
Bandes sind mit dem Blank LI gefiillt. Da L nicht zum Eingabealphabet ¥ gehort, zeigt also
das erste LI das Ende der Eingabe an.

Die Berechnungsschritte oder einfach Schritte der DTM erfolgen nun gemif der Ubergangs-
funktion §. Zu jedem Zeitpunkt befindet sich die Maschine in einem Zustand ¢ € @) und der
Lesekopf liest den Inhalt einer Zelle des Bandes. Ist der Inhalt der Zelle a € T', so fiihrt die
Maschine die durch §(q,a) beschriebenen Aktionen aus. Ist z.B. §(¢,a) = (¢, b, L), so wird
in die Zelle, die gerade vom Lesekopf gelesen wird, der Inhalt a iiberschrieben und durch b
ersetzt, der Lesekopf bewegt sich um eine Zelle nach links und der neue Zustand der Maschine
ist ¢/. Ist hingegen §(q,a) = (¢, b, R), so sind die Zustandsdnderung und die Anderung des
Inhalts der aktuell gelesenen Zelle wie bei §(q,a) = (¢, b, L), allerdings bewegt sich der Kopf
nun um eine Zelle nach rechts.

Die Berechnung einer DTM wird so lange weitergefiihrt, bis der akzeptierende Zustand gaccept
oder der ablehnende Zustand greject erreicht ist. Dann stoppt die Maschine. Wird keiner der
Zusténde Gaccept, Greject €rTeicht, so hilt die Maschine nie an, sie befindet sich dann in einer
Endlosrechnung.

Da das Startsymbol ©> in der ersten Zelle des Bandes nicht {iberschrieben werden kann und >
auch nie auf das Band geschrieben wird (siehe 5. in der Definition einer DTM), kann das linke
Bandende einer DTM am Symbol > in der dufsersten linken Bandzelle erkannt werden. Wird
das Symbol > gelesen, und befindet sich der Kopf der DTM somit auf der dufsersten linken
Bandzelle, so muss der Kopf gemaft 5. in der Definition einer DTM im néchsten Schritt nach
rechts bewegt werden. Der Kopf einer DTM kann also nie iiber das linke Bandende hinaus
gehen.

Betrachten wir die Berechnungen der in Beispiel 1 beschriebenen DTM M. Bei jeder beliebigen
Eingabe w € ¥* = {a}* wandert der Lesekopf einmal nach rechts iiber das Eingabeband bis
es auf das erste U trifft. Wird das erste LI gelesen, hilt die DTM M. Wurde nun ein a gelesen,
bevor die DTM auf das erste U trifft, so hélt M im akzeptierenden Zustand g2 = Gaccept- Folgt
hingegen das erste U unmittelbar auf das Startsymbol >, so hélt M im ablehnenden Zustand
43 = Qreject- Mit anderen Worten bei allen Eingaben der Form a”,n > 1 hélt die DTM M im
akzeptierenden Zustand, nur bei der Eingabe a’ = € hilt die DTM im ablehnenden Zustand.
Um die Arbeitsweise einer DTM formal zu fassen, bendtigen wir zunichst den Begriff der
Konfiguration einer DTM. Eine Konfiguration einer DTM M ist ein Element aus I'* x @ x I'*.
Die DTM M st in Konfiguration aqB heilst:

e In den &dufersten linken Zellen des Bandes steht a8 € I'*. In den iibrigen Zellen des
Bandes stehen ausschlieflich L’s,

e der Kopf steht auf dem ersten Buchstaben von f,

e die DTM befindet sich im Zustand gq.

Beachten Sie, dass es Konfigurationen gibt, die niemals von einer DTM angenommen wer-
den konnen. Fin Beispiel sind Konfigurationen, die mehr als ein Startsymbol > enthalten. In

24, Januar 2019
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Abbildung 2.3 haben wir die Konfiguration einer DTM schematisch dargestellt.

qr

Lesekopf

A,

>1o0f(1 (0110011 ujufUd

Abbildung 2.3: DTM in Konfiguration >010¢7;10011

Sind K7 und K5 Konfigurationen einer DTM M, so fihrt die Konfiguration K1 zur Konfigu-
ration Ko, wenn die DTM durch einen Berechnungsschritt von der Konfiguration K in die
Konfiguration Ko gelangt. Wir nennen Ks dann auch Nachfolgekonfiguration von Ki. Seien
a,b,cel';a,B € I'" und ¢;,q; € Q.

o Ist K1 = aag;bB und Ky = agjacp3, so fithrt die Konfiguration K; zur Konfiguration K,
wenn

5(q’m b) = (QJa C, L)a
wenn also die DTM im Zustand ¢; und bei gelesenem Symbol b, in den Zustand g;
wechselt, das Symbol b durch das Symbol ¢ ersetzt und den Lesekopf nach links bewegt.

o Ist K1 = aag;bB und Ky = aacq;3, so fithrt die Konfiguration K zur Konfiguration K,
wenn

5((]17 b) = (QJa C, R)?
wenn also die DTM im Zustand ¢; und bei gelesenem Symbol b, in den Zustand g;
wechselt, das Symbol b durch das Symbol ¢ ersetzt und den Lesekopf nach rechts bewegt.

o Ist K1 = ¢;b3, so muss b = > gelten. Fiihrt dann K; zur Konfiguration Ko, so ist
K3 = 1>¢;jf und wie in der Definition von Turingmaschinen haben wir

6(%” D) = (QJ" >, R)'

Beachten Sie, dass wir in einer Konfiguration fiir o oder 8 auch die leere Folge zulassen.

Ist w € ¥* die Eingabe einer DTM, so nennen wir die Konfiguration gg > w in der sich die
DTM zu Beginn der Berechnung mit Eingabe w befindet, die Startkonfiguration bei Eingabe
w € ¥*. Eine Konfiguration agf mit ¢ = gaccept Nennen wir akzeptierende Konfiguration. Ist
g = Greject, 50 nennen wir die Konfiguration ablehnende Konfiguration.

Wir kommen nun zu den grundlegende Begriffen der Berechenbarkeitstheorie.
Definition 2.2 Sei M = (Q,%,T,0) eine DTM und w € ¥*.

1. Die DTM M akzeptiert w, falls es eine Folge von Konfigurationen K, Ks, ..., K; gibt,
so dass

(a) K, die Startkonfiguration von M bei Eingabe w ist,
(b) die Konfiguration K; zu Konfiguration K;,q fithrt, i =1,...,1 — 1,

(¢) K eine akzeptierende Konfiguration ist.

2. Die DTM M lehnt w ab, falls es eine Folge von Konfigurationen Ky, Ko, ..., K; gibt, so
dass

24, Januar 2019



2.1 Turingmaschinen 8

(a) K; die Startkonfiguration von M bei Eingabe w ist,
(b) die Konfiguration K; zu Konfiguration K;;q fithrt, i =1,...,01 — 1,

(c¢) K eine ablehnende Konfiguration ist.
Die von einer DTM M akzeptierten Worte fassen wir zu einer Menge oder Sprache zusammen.

Definition 2.3 Sei M = (Q, %, T',0) eine DTM. Die Menge aller von M akzeptierten w € ¥*
ist die von M akzeptierte Sprache L. Wir schreiben dann auch L = L(M).

Die von einer DTM akzeptierte Sprache ist stets eine Teilmenge der Menge aller endlichen
Folgen iiber dem Eingabealphabet ¥ der DTM M. Auferdem ist es wichtig, an dieser Stelle
zu erkennen, dass wir in dieser Definition erlauben, dass M fiir w ¢ L nicht im ablehnenden
Zustand greject hélt, sondern moglicherweise in eine Endlosrechnung gerét. Deshalb ein, wie
wir spiter sehen werden, stirkerer Begriff:

Definition 2.4 Sei M = (Q,%,I',0) eine DTM. Die DTM M entscheidet die von ihr akzep-
tierte Sprache L(M), wenn M alle Worte, die nicht in L(M) liegen, ablehnt.

Definition 2.5 Sei ¥ eine endliche Menge und L C ¥*.

1. L heifst rekursiv aufzdhlbar genau dann, wenn es eine DTM mit Eingabealphabet 3 gibt,
die L akzeptiert.

2. L heilst rekursiv bzaw. entscheidbar genau dann, wenn es eine DTM mit Eingabealphabet
3. gibt, die L entscheidet.

Jetzt wollen wir die oben eingefiihrten Begriffe an einigen Beispielen deutlich machen. Zunéchst
zuriick zu unserer DTM im Beispiel 1. Wie wir bereits gesehen haben, halt die DTM M bei
Eingabe a™,n > 1, im akzeptierenden Zustand gaccept, wihrend bei Eingabe a’ die DTM M
im ablehnenden Zustand hilt. Damit akzeptiert M alle Worte der Gestalt a™,n > 1, und lehnt
das Wort a® = € ab. Die von M akzeptierte Sprache ist daher

L(M)=%"={a}" ={a" | n>1}.

Da die DTM bei jeder Eingabe hilt, entscheidet M diese Sprache auch.

Beispiel 2:

Wir wollen eine DTM konstruieren, die die Sprache L = {0™1" | n > 1} entscheidet.

Bei der Konstruktion einer DTM, die eine bestimmte Sprache entscheiden soll, ist es wie
beim Programmieren wichtig, sich zun#chst zu iiberlegen, welche Vorgehensweise die DTM
umsetzen soll. Man braucht also zunéchst eine informelle Beschreibung der DTM. Um die
Sprache L = {0"1" | n > 1} zu entscheiden, wollen wir eine DTM konstruieren, die die beiden
folgenden Schritte umsetzt.

1. Teste zuerst, ob die Eingabe von der Form 0°17 ist (sonst nicht akzeptieren).

2. Falls die Eingabe von der Form 0°17 ist, teste ob i = j gilt, indem jeweils die erste 0
und letzte 1 gestrichen werden. Falls hierbei alle Nullen und Einsen gestrichen werden,
so gilt ¢« = j und die Eingabe ist in L.

FOlgende DTM mit Q = {Q(b ceey Q8}a Gaccept = 47, Qreject = 48, Y= {07 1}7 I'= {0, 1, D} setzt

die Beschreibung um und entscheidet L. Der Zustand qg priift, ob es in der Eingabe mindestens
eine 0 gibt. Die Zustinde ¢; und ¢ priifen ob w = 0717 ist. Ist dieses sichergestellt, wird gepriift,
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1) 0 1 L >

q0 (QI707 R) (qg,l,R) (QS,U,R) (QO5‘>7R)
@ | (01,0,R) | (g2, 1, R) | (g8, U, R) | (gs,>, R)
q2 (Q&O, R) (QZa]-aR) (Q3,L|,L) (QB5‘>7R>
a3 | (43,0,L) | (g3,1,L) | (g4, , R) | (q4,>, R)
q4 (Q5,U,R) (an]-vR) (Q7,U,R) (QBava)
a | (45,0, R) | (g5, 1, R) | (g6, L) | (a5,>, R)
g6 (qS7O’ R) (Q3a|—|7L) (qg,U,R) (Q87[>7R)

Abbildung 2.4: Die Ubergangsfunktion der DTM fiir L = {0"1" | n > 1}.

ob ¢ = j ist, indem jeweils die erste noch verbliebene 0 und letzte noch verblieben 1 durch ein
LI ersetzt werden (Zustdnde g4 bzw. gg). Die Zustédnde g3 und g5 dienen zum Auffinden von
verbliebenen 0 bzw. 1.

An diesem Beispiel wollen wir uns die aufeinanderfolgenden Konfigurationen der Maschine bei
Eingabe 0011 anschauen. Die folgende Tabelle ist dabei spaltenweise zu lesen.

qo > 001104 >q30011L > Ugqs01UU
>qo00111 q3 > 00110 >q3 LU01UU
>0q;0111 >q400111 > Uq01UU
>00q; 111 > Ugs0110 > U Ugs1 U U
>001¢go 11 > L 0gs11LY > L L1gs L LY
>0011¢ol > L 01gs1L > L Lggl LI LY
>001¢g31L > 1 011gsL! > gy Ly
>00g311L > U 01gg1U > U Ligq U LI
>0¢30110 > L 0gsl LI L >LUUU g UU

Abbildung 2.5: Berechnung der DTM fiir L = {0"1" | n > 1} bei Eingabe 0011.

An diesem Beispiel wollen wir uns auch den Unterschied zwischen Akzeptieren und Entscheiden
einer Sprache klar machen. Hierzu #indern wir die DTM von oben etwas ab. Die Ubergangs-
funktion  sei nun definiert wie in Abbildung 2.6.

Der einzige Unterschied zur Ubergangsfunktion vorher liegt in der zweiten Zeile in der fett
herausgehobenen Stelle. Vorher waren wir an dieser Stelle in den ablehnenden Zustand gg =
Qreject Uibergegangen. Nun bleibt der Zustand derselbe und der Lesekopf geht eine Zelle weiter
nach rechts. Vergleichen wir das Verhalten der beiden Maschinen bei Eingabe der Form 0.
Unsere erste Maschine wird bei einer solchen Eingabe im Zustand gg = greject halten und die
Eingabe ablehnen. Die zweite Maschine hingegen wird bei einer solchen Eingabe nicht halten,
stattdessen wird der Lesekopf auf dem Band immer weiter nach rechts wandern. Auf Eingaben,
die nicht von der Form 0™ sind, werden die beiden Maschinen gleich arbeiten.
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) 0 1 L >

q0 (Q17OaR) (Q&LR) (QSauaR) (QOa‘>7R)
@ | (q1,0,R) | (g2, 1, R) | (q1,U,R) | (g8,>, R)
q2 (qg,O,R) (qulvR) (Q3,L|,L) (qg,\>,R)
a3 | (43,0,L) | (g3,1,L) | (q4,L, R) | (@, 1>, R)
q4 (Q5,|_|,R) (q8717R) (Q7,U,R) (QS,DaR)
¢ | (¢5,0,R) | (65,1, R) | (g6, L) | (a8, R)
de (qS)OaR) (Q37|—|7L) (qg,U,R) (Q87i>7R)

Abbildung 2.6: Alternative Ubergangsfunktion einer DTM fiir L = {0"1" | n > 1}.

Die erste Maschine entscheidet die Sprache L = {0"1" | n > 1}, denn sie hélt bei allen
Eingaben, und sie hdlt im Zustand ¢7 = qaccept genau auf Eingaben aus der Sprache L. Die
zweite Maschine halt zwar auch auf allen Eingaben aus L im Zustand ¢7 = @accept, allerdings
gibt es nicht in L liegende Eingaben, bei denen die Maschine in eine Endlosschleife gerdt. Die
zweite Maschine akzeptiert daher L, aber sie entscheidet L nicht.

Beispiel 3:
Gesucht: Eine DTM, die L = {0*" | n > 0} entscheidet.

Idee:
1. Gehe iiber die Eingabe von links nach rechts und streiche dabei jede zweite Null.
2. Wird im ersten Schritt festgestellt, dass es nur noch eine 0 auf dem Band gibt, akzeptiere.

3. Wird im ersten Schritt festgestellt, dass es noch mehr als eine 0, aber eine ungerade
Anzahl von 0 auf dem Band gibt, lehne ab.

4. Gehe wieder zum Beginn des Bandes

5. Zurilick zum ersten Schritt.

Folgende DTM mit @ = {qo,...,q6}, Gaccept = G5, Greject = 6, = = {0}, I' = {0, z, I, >} setzt
diese Idee um. Das Streichen einer 0 wird umgesetzt, indem die 0 durch ein = ersetzt wird.
Zustand q; dient zur Uberpriifung, ob nur noch eine 0 auf dem Band ist. Die Zustéinde g2, g3
dienen dazu, jede zweite 0 zu streichen. Gleichzeitig wird mit ihnen iberpriift, ob die Anzahl
der auf dem Band verbliebenen 0 gerade oder ungerade ist. Zustand ¢4 schlieklich realisiert
das Zuriickgehen zum Beginn des Bandes.

) 0 T L >

9 | (91,0, R) | (g6,U, R) | (g6, U, R) | (g0, >, R)
q1 | (g2, 2, R) | (q1,2,R) | (g5,U, L) | (g6,>, R)
q2 (Q3707 R) (qan7R) (Q47|—|7L) (QG,D,R)
g3 | (q2,7,R) | (g3,7, R) | (g6,U, R) | (g6,>, R)
44 (Q4707L) (Q4,.I‘,L) (Q67|—|7R) (QO7I>7R)

Abbildung 2.7: Ubergangsfunktion der DTM fiir die Sprache L = {0?" | n > 0}.

An diesem Beispiel wollen wir uns die aufeinanderfolgenden Konfigurationen der Maschine bei
Eingabe 0000 anschauen. Die Tabelle in Abbildung 2.8 ist spaltenweise zu lesen.
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qo > 0000U qq > 002 qq > Ozl
>qo0000L >qo0x0zL >qo0zzxl
>0q1 000U >0qy 20zl >0qxzal]
>0zq200L >0xq;0zL >0xqzal]
>0x0q30L >0zxgoxll >0zxqgxl
>0x0xgsLl >0zxxqgoll >0zxxq L
>0x0qqzl >0zxxqqrl >0xzgsxl]
>0xq40zU >0xqqrall

>0g4x0zU >0qqxzal]

>q40x0zL >q40xzal]

Abbildung 2.8: Berechnung der DTM fiir L = {0?" | n > 0} bei Eingabe 0000.

Beispiel 4: Ein Palindrom w = wyws - - - w,, € X* iiber einem Alphabet X ist ein Wort, das von
hinten nach vorn gelesen wieder das Wort w ergibt. In Formeln, es muss gelten w; = wp—;41
firi=1,...,n.

Gesucht: Eine DTM, die L = {w € {0,1}* | w ist ein Palindrom} entscheidet.

Idee:

1.

2.

Folgende DTM mit @ = {qo,. .-

Lese das erste Zeichen in w.

Merke Dir dieses Zeichen und ersetze es durch ein L.

. Gehe zum letzten Zeichen, das kein LI ist, {iberpriife, ob dieses Zeichen mit dem im

vorangegangenen Schritt gemerkten Zeichen iibereinstimmt und ersetze es durch ein L.

. Gehe zum am weitesten links liegenden Zeichen, das kein LI ist und gehe zum zweiten

Schritt zuriick.

7C]7}7 46 = {accept; 47 = (reject Y = {0,1}, I' = {Oal,l—IaD}

entscheidet L.

Turingmaschinen kénnen auch Funktionen berechnen.

Definition 2.6 Sei M = (Q, 3, T',0) eine DTM. Die DTM M berechnet die Funktion f : ¥* —
(M\{U,>})*, falls die Berechnung von M bei jeder Eingabe w € ¥* in einer akzeptierenden
Konfiguration hélt und dabei der Bandinhalt f(w) ist. Hierbei werden das Startsymbol > und
alle Blanks des Bandes ignoriert.

Wir werden uns in dieser Vorlesung hauptsichlich mit der Entscheidbarkeit von Sprachen
und nicht so sehr mit der Berechenbarkeit von Funktionen beschiftigen. Einerseits ist die
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1) 0 1 L >

q0 ((hvuaR) (QQ,U,R) (CIG,U,R) (QO7I>>R>
@ | (01,0,R) | (1,1, R) | (g3,U, L) | (q7,>, R)
q2 (q2707 R) (QZa]-aR) (Q4,L|,L) (Q7a‘>7R)
q3 (Q57U7L) (q7717L) (Q6,L|,L> (Q77|>7R)
q4 (q7’0’ L) (Q5a|—|7L) (QG,U,L) ((:77a|>7R)
a | (45:0,L) | (¢5,1,L) | (g0, U, R) | (q7,>, R)

Abbildung 2.9: Ubergangsfunktion der DTM fiir Palindrome.

Entscheidbarkeit von Sprachen leichter zu fassen als die Berechenbarkeit von Funktionen,
andererseits lagsen sich aber auch viele Probleme mit Hilfe von Sprachen definieren bzw. auf
Sprachen zuriickfithren. Jedoch wird die Berechenbarkeit von Funktionen bei dem fiir die
Berechenbarkeits- und Komplexitéitstheorie grundlegendem Begriff der Reduktion eine wichtige
Rolle spielen. Wir werden im Zusammenhang mit Reduktion dann genauer auf den Begriff der
berechenbaren Funktion eingehen.
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2.2 Programmiertechniken

In diesem Abschnitt werden wir einige einfache Programmiertechniken fiir Turingmaschinen
kennenlernen. Viele dieser Techniken werden zu Techniken aus der Programmierung etwa mit
Java dhnlich sein. Dann werden wir Mehrband Turingmaschinen als ein alternatives Rechen-
modell definieren. Die Programmiertechniken werden wir in Simulationen nutzen, um etwa zu
zeigen, dass Mehrband Turingmaschinen nicht méchtiger sind als die 1-Band Turingmaschinen,
die wir bislang kennen gelernt haben.

2.2.1 Endlicher Speicher - ,Jm Zustand merken*

Am letzten Beispiel des vorangegangenen Abschnitts haben wir gesehen, dass man sich gelesene
Buchstaben mit Hilfe des Zustandes merken kann. Geht man im Beispiel fiir Palindrome aus
dem Zustand g in den Zustand ¢, so war das gelesene Zeichen eine 0. Geht man hingegen
in den Zustand g2, so war das gelesene Zeichen eine 1. Allgemein kann man sich endlich
viele verschiedene Informationen im Zustand einer Turingmaschine merken. Formal kann die
Information, die die TM sich merken kann, durch Elemente a € A eines endlichen Alphabets A
beschrieben werden. Hat man eine Turingmaschine M, die sich die verschiedenen Informationen
aus A noch nicht merken kann, so kann man die Maschine erweitern zu einer Maschine, die
sich Elemente aus A merken kann, indem die Zustandsmenge ) von M um die Zustandsmenge
Q x A erweitert wird.

Beispiel: Wir wollen testen, ob bei Eingabe w; ...w, € X" der Buchstabe wy in ws...w,
vorkommt. Wir merken uns w; im Zustand. Sei I' = X U {>, 1}, Q@ = {qo} X ) U{q0, ¢1, 92},

Gaccept = (1 und Greject = 42

1) 5((]0’ ‘>) - <QO7\>7R)

2) (5(q0,l_l) = (qg,U,L)

3) d(qo,a) = ([go,a],a,R) VaeXx

4) 4(lgo.al,a) = (q1,a,L) Va € X

5) 60([q,al,b) = ([g,a],b,R) Va,be X, a#b
6) d(lgo,al,l)) = (g2, L)

7) (g0, a],>) (q2,>,R)

2.2.2 Markieren von Buchstaben und Bandpositionen

Jetzt werden wir sehen, wie man einzelne Eingabebuchstaben und deren Position markieren
kann, um sie spiter wiederfinden zu kdnnen. Sei 3 das Eingabealphabet. Wollen wir z.B.
Auftreten des Buchstabens a € ¥ markieren kénnen, so kénnen wir in das Bandalphabet T’
zusétzlich den Buchstaben a aufnehmen.

Beispiel: Das folgende Problem wird Element-Distictness genannt. Die Eingabe besteht aus
Worten w; € {0,1}*,4 = 1,...,l, die durch # voneinander getrennt sind. Es soll entschieden
werden, ob alle w; unterschiedlich sind.

Gesucht ist also eine DTM M, die die Sprache
ElDist = {fwifwaf - - - fw; | w; € {0,1}" und w; # w; fiir alle i # j}

entscheidet.
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Die im Folgenden beschriebene TM entscheidet diese Sprache, indem sie zunichst wp mit
wy, ws, - - - ,wy vergleicht. Dann vergleicht sie wy mit ws, - -+, w;, usw. Um sich zu merken, wel-
che w;,w; sie gerade miteinander vergleicht, und wie sie dann weiter vorzugehen hat, benutzt
die TM markierte Buchstaben ﬁ

1. Falls das duferste linke Eingabesymbol nicht f§ ist, lehne ab, sonst ersetze § durch ﬁ

2. Finde das nichste % rechts vom ersten § und ersetze es durch f. Wird kein weiteres f
gefunden, akzeptiere.

3. Laufe zwischen den beiden Folgen w;, w; in {0,1}*, die rechts von den markierten f
stehen, hin und her, um zu entscheiden, ob die Folgen gleich sind. Wenn ja, lehne ab.

4. Entferne die Markierung auf dem rechten der beiden ﬁ Markiere das §, das am n#chsten
rechts von dem gerade unmarkierten f steht. Falls es kein § mehr gibt, entferne die
Markierung auf dem linken markierten f und markiere das f# rechts hiervon. Markiere
auch das néchste rechts vom gerade markierten § gelegene §. Falls kein § mehr vorhanden
ist, akzeptiere.

5. Gehe zum dritten Schritt.
Fiir das Beispiel
[l = 5,71}1 = 011,11}2 = 11,w3 = 01,11)4 = 10,w5 =01

sind einige Beispiele von markierten § in Abbildung 2.10 angegeben.

>

>
)
—_

Llgftfrfgjof1fg]1]o]d]o]|1

Markierte f bei Vergleich von w; und wo

> elof1|1f¢|1|1|d]of1r|d]1|o|d]|o]1

Markierte f bei Vergleich von w; und ws

>lelof1|1f{d|1]|1|t]lof1r|d]1|o|d|o]1

Markierte f bei Vergleich von ws und ws

Abbildung 2.10: Markierte Positionen bei Element-Distinctness

Um den dritten Schritt zu realisieren, ist das Merken von Buchstaben im Zustand sehr hilfreich.
Um w; und w; miteinander zu vergleichen, merkt man sich zunéchst den ersten Buchstaben
von w;, markiert und vergleicht ihn mit dem ersten Buchstaben von w;, der ebenfalls markiert
wird. Dann merkt man sich den zweite Buchstaben von w;, markiert ihn und vergleicht ihn
mit dem zweiten Buchstaben von wj, usw. Auf eine formale Beschreibung der Turingmaschine
flir Element-Distinctness verzichten wir.

Die beiden Techniken, die wir gerade kennengelernt haben, werden sehr niitzlich sein, um zu
zeigen, dass 1-Band Turingmaschinen dieselben Sprachen entscheiden/akzeptieren kénnen wie
andere Rechenmodelle, die auf den ersten Blick vielleicht méchtiger erscheinen als 1-Band
Turingmaschinen.
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2.3 Mehrband Turingmaschinen und Simulationen

Wir wollen jetzt das Modell der Turingmaschine etwas erweitern. Schon in den Beispielen, die
wir bislang gesehen haben, wire es hiufig niitzlich gewesen, ein zweites Band zur Verfiigung
zu haben, um sich Information besser merken zu kénnen. Einige der Sprachen hitte man dann
sicher eleganter entscheiden kénnen. Wir wollen untersuchen, ob man mit Turingmaschinen,
die mehr als ein Band zur Verfiigung haben, vielleicht mehr Sprachen entscheiden oder akzep-
tieren kann als mit Turingmaschinen mit nur einem Band. Mit Hilfe von Simulationen werden
wir sehen, dass dieses nicht der Fall ist. Simulationen sind eine wichtige Technik der Theoreti-
schen Informatik, sie werden in dieser Vorlesung eine entscheidende Rolle spielen. So kann mit
Simulationen nicht nur gezeigt werden, dass 1-Band Turingmaschinen genauso méchtig sind
wie Mehrband Turingmaschinen, sie werden auch im Beweis der Existenz unentscheidbarer
Sprachen eine wichtige Rolle spielen.

Definition 2.7 Eine k-Band Turingmaschine (k-DTM) hat nicht nur ein Band und einen
Lesekopf, sondern k Binder mit je einem Lesekopf. Die Ubergangsfunktion ist dann von der
Form 6 : Q\{qaccept s Greject } xI'" — QxT'*x{R, L, S}*. Zu Beginn steht die Eingabe auf Band 1,
auf allen anderen Bandern steht links das Startsymbol > gefolgt von Blanks. Die Arbeitsweise
einer k-DTM ist wie die Arbeitsweise einer 1-Band-DTM definiert. Allerdings erlauben wir,
dass bei einer k-D'TM in einem Rechenschritt einige Lesekdpfe sich nicht bewegen. Dieses wird
in der Ubergangsfunktion durch das Symbol S gekennzeichnet.

Ist etwa
5(qi,a17...,ak) = (qj',bl,...,bk,L,R,...,L)7

so bedeutet dieses, das die Maschine, falls sie sich im Zustand ¢; befindet und auf dem i-ten
Band ein a; liest, im néchsten Schritt in den Zustand g¢; iibergeht, auf dem i-ten Band a; durch
b; ersetzt, auf dem ersten Band den Lesekopf eine Position nach links bewegt, auf dem zweiten
Band den Lesekopf eine Position nach rechts bewegt, usw.

q2 —
>(0f(1 (110
>11]1]0]0]1]10]1
q4 —

l

>{0]0]11/0

Abbildung 2.11: §(g2,1,1) = (q4,0,1, S, R)

Wie bei 1-Band DTMs ist die Konfiguration einer Mehrband Turingmaschine eine Moment-
aufnahme der Turingmaschine. Sie besteht aus dem aktuellen Zustand, dem Inhalt sdmtlicher
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Béander sowie der Position aller Lesekopfe. Wir verzichten auf eine eigene Notation fiir Konfigu-
rationen von Mehrband Turingmaschinen. Ein Beispiel fiir die Konfiguration einer Mehrband
TM ist in Abbildung 2.12 dargestellt. Hier ist der Zustand ¢3, die Bandinhalte sind 11011100
und >0110111 (bei Ignorieren der Blanks am Ende der jeweiligen Béander). Die Positionen der
Kopfe sind wie bei 1-Band TMs durch Pfeile gekennzeichnet.

q3 —

>10(1 101 (1|1 ]jufU

Abbildung 2.12: Konfiguration einer Mehrband Turingmaschinen

Berechnungen von Mehrband Turingmaschinen sind dann wieder definiert als Folgen von Kon-
figurationen. Eine akzeptierende (ablehnende) Konfiguration ist eine Konfiguration im akzep-
tierenden (ablehnenden) Zustand. Damit kénnen wir wie im Fall von 1-Band Turingmaschinen
definieren, wann eine k-D'TM ein Wort akzeptiert bzw. ablehnt. Schlieflich kénnen wir die von
einer k-DTM akzeptierte oder entschiedene Sprache wie in Definition 2.3 und in Definition 2.4
definieren.

Um nun zu zeigen, dass Mehrband Turingmaschinen nur Sprachen entscheiden oder akzeptieren
kénnen, die auch durch 1-Band Turingmaschinen entschieden oder akzeptiert werden, zeigen
wir, dass jede Mehrband Turingmaschine durch eine 1-Band Turingmaschine simuliert werden
kann. Unter einer Simulation einer Turingmaschine M durch eine Turingmaschine S verstehen
wir dabei den Entwurf einer Maschine S, die das Verhalten von M nachahmt. Genauer, wir
werden die DTM S so konstruieren, dass die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind.

1. Die DTM S kann auf ihrem Band Konfigurationen der Mehrband-DTM M speichern.
Wir sagen, dass S Kodierungen von Konfigurationen von M speichert.

2. Fiir jede Konfiguration K von M und deren Nachfolgekonfiguration K kann die DTM
S durch eine endliche Anzahl von Schritten die Kodierung von K durch die Kodierung
der Nachfolgekonfiguration K von K ersetzen. Wir sagen, dass wir den Schritt von M,
der M von der Konfiguration K in die Konfiguration K iiberfiihrt, durch eine endliche
Anzahl von Schritten von S simulieren konnen.

Satz 2.8 Wird die Sprache L C X* von einer k-Band Turingmaschine M entschieden (akzep-
tiert), so gibt es auch eine 1-Band Turingmaschine, die L entscheidet (akzeptiert).

Beweis: Zunichst erkldren wir, wie Konfigurationen von M auf dem Band von S gespeichert
werden kdénnen.

Kodierung einer Konfiguration: Das Eingabealphabet von S wird das Eingabealphabet
> von M sein. Das Bandalphabet von S wird nicht nur die Buchstaben des Bandalphabets I"
von M enthalten, sondern auch noch einen Buchstaben ff ¢ I'. Um den Inhalt der Binder von
M zu speichern, schreibt nun S diese Inhalte hintereinander auf sein Band, wobei die Inhalte
der einzelnen Béander von M durch den Buchstaben § getrennt sind. Die Teile der Bénder, die
nur noch aus Blanks bestehen, werden nicht mit gespeichert. Damit miissen fiir jedes Band
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von M nur endlich viele Symbole gespeichert werden und die beschriebene Abspeicherung der
Inhalte der Bénder von M auf dem Band von S ist moglich. Hinter den Inhalt des k-ten Bandes
von M setzt S schlieflich auch noch ein .

S muss sich aber auch die Positionen der k Lesekdpfe von M merken. Hierzu benutzt S
die Technik des Markierens von Positionen, die wir oben schon erklirt haben. S wird daher
flir jeden Buchstaben a € I' einen weiteren Buchstaben @ in seinem Bandalphabet besitzen.
Zu jedem Zeitpunkt wird S zwischen dem Startsymbol und dem ersten § sowie zwischen
zwei aufeinanderfolgenden f in genau einer Zelle héchstens einen Buchstaben der Form a
speichern. Dieser markiert dann die Position des Lesekopfes von M auf dem entsprechenden
Band. Steht der Lesekopf auf dem Startsymbol des entsprechenden Bandes, so steht zwischen
den entsprechenden #’s auf dem Band von S kein markierter Buchstabe. In Abbildung 2.13
haben wir die Speicherung der Inhalte und Lesekopfpositionen einer 2-Band Turingmaschine
auf dem Band einer 1-Band Turingmaschine dargestellt.

>l 1|01 |8 l0[1|1]0fU

Abbildung 2.13: Speicherung von 2 Bandern durch 1 Band

Schliefslich kénnen wir uns den Zustand von M im Zustand von S merken (siehe oben).

Nun zeigen wir wie die einzelnen Schritte der Mehrband-DTM M durch eine Folge von Schrit-
ten der DTM S simuliert werden kdnnen.

Simulation eines Schrittes: Sei w = wjws---w, € ¥* die Eingabe von M. Die Simulation
durch S erfolgt dann folgendermafen.

1. Zunichst bringt S sein Band in die Form

D>wiws - - - weilf - - - 4,

dabei haben wir genau k Symbole f, wobei das i-te § das Ende des Inhalts des i-ten
Bands von M kennzeichnet. Danach geht S in die Konfiguration

[p17 (q07‘>7 >, .. 7[>)] > wiws - - wnﬁﬁﬁ "ﬁ?
um die Simulation zu starten.

2. Um einen einzelnen Schritt von M zu simulieren, durchlduft S einmal sein komplettes
Band, startend bei > und endend beim k-ten f. Dabei merkt es sich im Zustand die
k Buchstaben, auf denen die Lesekopfe von M zurzeit stehen. Konkret befindet sich
S im Zustand [pi, (g, a1,...,ax)], bis wieder ein markierter Buchstabe (oder ¢ fiir den
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Fall, dass a; = > ist) erreicht worden ist. Sobald ein markierter Buchstabe erreicht
worden ist (welcher mit a; iibereinstimmen sollte), simuliert S die Rechnung von M
auf (q,a1,...,ax) fiir Band ¢, markiert den Buchstaben, auf dem M danach in Band 4
stehen wiirde, und geht danach in den Zustand [p;+1, (¢, a1, ..., a)] tiber. Ist S am k-ten
# angekommen, ersetzt S ¢ durch den Nachfolgezustand von M bei Eingabe (¢, a1, .. ., ax)
und lauft wieder zuriick zum Startsymbol t>. Dabei werden die Zelleninhalte der Zellen
mit markierten Buchstaben in die a;-Werte im Zustand von S {ibernommen, so dass der
néchste Schritt von M simuliert werden kann.

3. Sollte S bei der Simulation wie gerade beschrieben versuchen, eine Kopfbewegung von
M dadurch zu simulieren, dass es ein f markieren will, so bedeutet dieses, dass M in
diesem Schritt auf bislang ungenutzte Teile eines seiner Biander zugreifen will (Lesekopf
hat sich nach rechts bewegt) oder aber das Startsymbol eines seiner Bénder erreicht
hat (Lesekopf hat sich nach links bewegt). Den ersten Fall simuliert S, indem es alle
Buchstaben, beginnend mit dem f, das markiert werden miisste, um eine Position nach
rechts verschiebt. In der nun frei gewordenen Zelle links vom ersten verschobenen §
schreibt S einen markierten Blank Ul. Den zweiten Fall simuliert S, indem # nicht markiert
wird, in Ubereinstimmung mit der Vereinbarung, dass zwischen zwei # kein markiertes
Symbol steht, wenn der Lesekopf des entsprechenden Bandes das Startsymbol > liest.

Somit ist gezeigt, dass wir jede Mehrband Turingmaschine durch eine 1-Band Turingmaschine
simulieren kénnen. Insbesondere kann jede Sprache, die durch eine Mehrband Turingmaschine
entschieden oder akzeptiert wird auch durch eine 1-Band Turingmaschine entschieden oder
akzeptiert werden. 0O

Wie 1-Band Turingmaschinen kénnen auch Mehrband DTMs Funktionen berechnen. Bei Mehr-
band DTMs gehen wir dabei immer davon aus, dass das Ergebnis der Berechnung (der Funk-
tionswert) auf dem letzten Band der Maschine steht.

Definition 2.9 Sei M = (Q,>,I',0) eine k-DTM. Die k-DTM M berechnet die Funktion
f 2 = (I\{u,>})* falls die Berechnung von M bei jeder Eingabe w € ¥* in einer ak-
zeptierenden Konfiguration hilt und dabei der Bandinhalt des k-ten Bands f(w) ist. Hierbei
werden das Startsymbol > und alle Blanks des Bandes ignoriert.

Der Beweis von Satz 2.8 liefert nun auch, dass es fiir jede Funktion f, die durch eine k-Band
DTM berechnet wird, auch eine 1-Band DTM gibt, die f berechnet.

2.4 Die Churchsche These

Die Churchsche These (auch Church-Turing-These genannt) wurde 1936 von dem Mathema-
tiker und Begriinder der Theoretischen Informatik Alonzo Church aufgestellt. Sie lautet:

Die wm intuitiven Sinne berechenbaren Funktionen und Sprachen sind genau die, die durch
Turingmaschinen berechenbar sind.

Diese These ist nicht beweisbar, da ,im intuitiven Sinne berechenbar* nicht formalisiert werden
kann. Es gibt aber viele Zuginge zur Formalisierung des Begriffs, die alle Aquivalent sind. Zwei
haben wir kennengelernt: 1-Band und Mehrband Turingmaschinen. Es gibt aber noch viele
andere Zuginge zum Begriff der Berechenbarkeit. In den 30er Jahren schlug z.B. Church
das A-Kalkil und Kleene die p-Rekursion vor, und spéter unter anderem Markov die Markov-
Algorithmen und von Neumann die von Neumann Maschine. Es kann nicht nur gezeigt werden,
dass 1-Band und Mehrband Turingmaschinen zu denselben berechenbaren Funktionen und
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Sprachen fiithren. Mit Hilfe von Simulationen kann auch gezeigt werden, dass alle anderen
jemals vorgeschlagenen Formalisierungen von Berechenbarkeit (inklusive Quantencomputern)
dquivalent zur Berechenbarkeit durch eine Turingmaschine sind. Obwohl also nicht beweisbar,
ist die Churchsche These gut fundiert und allgemein akzeptiert.

2.5 Eigenschaften entscheidbarer und rekursiv aufzihlbarer
Sprachen

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir einige wichtige Eigenschaften entscheidbarer und
rekursiv aufzéhlbarer Sprachen herleiten. Da aus Satz 2.8 folgt, dass eine Sprache genau dann
entscheidbar (rekursiv aufzéhlbar) ist, wenn sie von einer Mehrband-DTM entschieden (ak-
zeptiert) werden kann, werden wir in den Beweisen Mehrband-DTMs nutzen.

Satz 2.10 Seien Ly, Lo entscheidbare Sprachen, dann gilt:

(i) Ly ist entscheidbar.
(11) L1 N Lo ist entscheidbar.
(111) L1 U Lo ist entscheidbar.

Dieses sind sogenannte Abschlusseigenschaften: die Klasse der entscheidbaren Sprachen ist
abgeschlossen unter Komplement, Durchschnitt und Vereinigung.

Beweis: Seien M1 = (Ql,El,I‘l,(Sl),MQ = (QQ, 22,F2,52) 1-Band DTMs die die Sprachen
Ly bzw. Lo entscheiden.

(i) Um eine DTM M zu erhalten, die L; entscheidet, vertauschen wir in der Beschreibung fiir
M, nur die Zusténde gaccept Und Greject- Da M bei jeder Eingabe halten soll (M; entscheidet
L1), heift dieses, dass M ein Wort = genau dann akzeptiert, wenn M; dieses Wort nicht
akzeptiert.

(ii) Wir konstruieren die 2-Band-DTM M, die wie folgt arbeitet:

e Kopiere den Input auf Band 2.

e Arbeite parallel wie My auf Band 1 und wie Ms auf Band 2.

Formaler ist M folgendermaken definiert: Die Zustandsmenge @ von M enthilt Q1 X Q.
Weiter enthilt die Menge ) Zusténde, die fiir das Kopieren der Eingabe auf das zweite Band
zustadndig sind. Schlieklich definieren wir fiir q1 € Q1,q2 € Q2, alle a1 € X1,a9 € 39 und D; €
{L, R, S} die Ubergangsfunktion § von M durch: 6([q1, g2, a1,a2) = ([p1,p2], b1, ba, D1, D2),
falls d1(q1,a1) = (p1,b1, D1) und 02(g2, a2) = (p2, b2, D2). Weiter sind Regeln vorhanden, die
dafiir sorgen, dass, wenn M; bereits im Zustand gaccept gehalten hat, die Rechnung von Ms
weitergefiihrt wird, und umgekehrt.

M akzeptiert eine Eingabe, falls M; und Ms beide die Eingabe akzeptieren, d. h. der Zustand
[@accept s Gaccept) €rreicht wird.

(iii) Analog zu (ii). =]

Satz 2.11 Seien L1 und Ly rekursiv aufzihlbar, dann gilt:

(i) L1 U Lo ist rekursiv aufzahlbar.
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(1) L1 N Lo ist rekursiv aufzihlbar.
Beweis: genau wie (ii), (¢i7) oben. =]

Der Beweis von (i) aus Satz 2.10 kann nicht iibertragen werden, da ja nun die DTM fir z ¢ L,
nicht halten muss!

Als néchstes wollen wir untersuchen, welche Beziechungen zwischen entscheidbar und rekursiv
aufzéhlbar bestehen.

Satz 2.12 L ist genau dann entscheidbar, wenn L und L rekursiv aufzihlbar sind.

Beweis: =

Wir zeigen, dass sowohl L als auch L rekursiv aufzihlbar sind.

1. L entscheidbar = L rekursiv aufzdhlbar, denn rekursiv aufzdhlbar ist die schwéchere
Eigenschaft.

2. L entscheidbar (Satz 2.10) = L entscheidbar = L rekursiv aufzihlbar.

="

Seien My, My die 1-Band-DTMs, die L bzw. L akzeptieren. Wir lassen M; und My wieder
parallel arbeiten, wie im Beweis von Satz 2.10 (iz). Die so beschriebene DTM M hélt, sobald
eine der beiden Maschinen im akzeptierenden Zustand hilt. Sie akzeptiert, falls M, akzeptiert
und verwirft, falls Mo akzeptiert. Beachte hierbei, dass M fiir jeden Input z hélt. Denn es
gilt immer, dass 2 € L oder # € L. Damit hilt bei Input x immer genau eine der beiden
Turingmaschinen M7 und My im akzeptierenden Zustand gaccept- Hl
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2.6 Universelle Turingmaschinen

Die bislang beschriebenen DTMs sind special purpose computers, d.h. sie kénnen nur ein
Problem l6sen. Das entspricht der historischen Entwicklung, denn erste Anwendungen von
Computern waren special-purpose-Anwendungen: Ballistikprobleme in den USA, Dechiffrie-
ren des deutschen ENIGMA-Codes in England, Fliigelvermessung der V1- und V2-Rakete in
Deutschland (Zuse).

Erst spiter wurden programmierbare (auch universell genannte) Rechner entwickelt. Bei den
programmierbaren Rechnern besteht die Eingabe aus einem Programm und einer Eingabe fiir
das Programm. Dabei ist das Programm eine Beschreibung einer (virtuellen) special purpose
Maschine.

Um programmierbare oder universelle Rechner durch Turingmaschinen zu formalisieren, fiihren
wir zunéchst eine kanonische Beschreibung fiir Turingmaschinen ein.

2.6.1 Beschreibung einer Turingmaschine - Gédelnummern

Wir beschrénken uns auf Turingmaschinen mit Eingabealphabet ¥ = {0, 1} und Bandalphabet
I'={0,1,>,U}. In einem Exkurs am Ende dieses Abschnitts zeigen wir, dass man damit alle
Turingmaschinen erfasst, wenn andere Alphabete geeignet codiert werden. Weiter beschrin-
ken wir uns auf 1-Band Turingmaschinen. Mehrband Turingmaschinen kénnen durch diese
simuliert werden (siehe Satz 2.8).

Definition 2.13 Sei M eine 1-Band-DTM mit

Q@ ={q0, -+ dn}, Gaccept = qn—1, Greject = qn, Startzustand s = qo.
Sei X1=0, Xo=1, X3=Ul, X4=0r, D1=L, Do=R. Wir kodieren einen Eintrag
6(qi, X;) = (> Xi, D)
der Funktionstabelle der Ubergangsfunktion & durch
0"10710F 1 10'10™.

Wir nummerieren die Eintrége der Tabelle fiir § mit den Zahlen 1 bis (n — 1)|I'| = 4(n — 1)
durch. Die Nummerierung erfolgt von links nach rechts und beginnt in der ersten Zeile. Es gibt
zwar n+1 Zusténde, aber fiir den akzeptierenden Zustand gaccept Und den ablehnenden Zustand
Greject gibt es nichts zu codieren. Code; sei die Codierung des t-ten Eintrags, 1 <t < 4(n —1).
Die Godelnummer von M ist

(M) = 111Code111Codez11Codes . .. 11Code 4111,
wobei g = 4(n — 1).

Die Bezeichnung Gédelnummer geht auf den deutschen Mathematiker Kurt Godel zuriick und
ist motiviert durch die Tatsache, dass wir die obige 0-1-Folge auch als Bindrdarstellung einer
Zahl auffassen konnen. Sie sollten sich davon iiberzeugen, dass aus der Godelnummer einer
Turingmaschine ihre Ubergangsfunktion rekonstruiert werden kann. Hierzu iiberlegen Sie sich
insbesondere, was zwei aufeinanderfolgende Finsen bedeuten.

Beispiel: Wir betrachten eine Turingmaschine M, die die Sprache
L ={w € {0,1}" | w enthélt > 2 Einsen}
entscheidet. Die DTM M hat Zustédnde qo, q1, 92 = Gaccept; 43 = reject- Die Tabelle der Uber-

gangsfunktion § sieht folgendermafen aus.
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s o | 1 | u | =
9 | (90,0, R) | (q1,1, R) | (g3,, L) | (qo, >, R)
q1 (QLOaR) (q2717R) (q37|—|7L) (q37‘>7R)

Da n = 3 miissen also 4 - 2 = 8 Eintrége codiert werden. Die folgende Tabelle enthilt die
Codierung dieser 8 Eintrige.

Nummer des Eintrags Eintrag Codierung
1 (¢0,0) = (40,0, R) 0101010100
2 6(q0,1) = (q1,1, R) 0100100100100
3 6(qo,U) = (g3, U, L) | 0100010000100010
4 8(g0,>) = (go,>,R) | 0100001010000100
5 6(q1,0) = (q1,0, R) 001010010100
6 6(q1,1) = (g2, 1, R) 001001000100100
7 §(q1,U) = (g3,U,L) | 00100010000100010
8 §(q1,>) = (g3, >, R) | 00100001000010000100

Die Godelnummer dieser Maschine ist nun

(M) = 111010101010011010010010010011010001000010001011
0100001010000100110010100101001100100100010010011
001000100001000101100100001000010000100111

Als natiirliche Zahl betrachtet ist die Godelnummer dieser Maschine

638779882761580251873009425399934115415079.

Definition 2.14 Eine Turingmaschine My heiftt universell, falls fiir jede 1-Band-DTM M
und jedes x € {0, 1}* gilt:

o My gestartet mit (M )z hilt genau dann, wenn M gestartet mit x hélt.

e Falls M gestartet mit 2 hélt, berechnet My gestartet mit (M)z die gleiche Ausgabe wie
M gestartet mit x. Insbesondere akzeptiert My die Eingabe (M)z genau dann, wenn M
die Eingabe x akzeptiert.

Satz 2.15 FEs gibt eine universelle 2-Band-DTM M.

Beweis: Gegeben eine beliebige DTM M zeigen wir, wie My Konfigurationen von M kodiert,
und wie wir einzelne Schritte von M auf My simulieren kénnen. Zu Beginn der Simulation wird
der Beginn von x bestimmt. Nach Definition der Gédelnummer zeigt das zweite Auftauchen
von 111 das Ende von (M) an. Die Maschine kopiert dann zunéchst x auf ihr zweites Band.
Sie bewegt den Kopf des zweiten Bandes auf das erste Zeichen in x. Dann 16scht sie x auf dem
ersten Band und schreibt 0, die Kodierung des Startzustandes go hinter (M). Dann bewegt
My den Kopf des ersten Bandes zuriick zum linken Ende des Bandes. Von nun an folgt die
Kodierung von Konfigurationen und die Simulation der Schritte den Regeln:

Kodierung einer Konfiguration Eine Konfiguration ag; X;3 von M wird von My wie folgt
Kodiert:

e Auf Band 1 steht (M) und der Zustand ¢;, kodiert durch 0+,

o Auf Band 2 steht die Bandinschrift o X;3 von M.

e Der Kopf von Band 2 steht auf X.
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Simulation eines Schritts

e Suche auf Band 1 in (M) die Zeichenreihe 110:711071. Diese bildet den Anfang der
Kodierung des Ubergangs d(g;, X;). Dazu kann j € {1,2,3,4} im Zustand gespeichert
werden, 0°t! wird durch Vergleich mit der Kodierung von ¢; (= 0°™!, auf Band 1 hinter

(M)) gefunden. Beachten Sie, dass ¢; nicht im Zustand gespeichert werden kann. (Warum
nicht?)

e Lese die dahinterstehende Zeichenreihe der Form 0¥+110'10™, ersetze hinter (M) die
Kodierung 0°*! von ¢; durch 0!, die Kodierung des neuen Zustands g, und speichere [,
m im Zustand. Damit ist im Zustand die Information iiber den auszufithrenden néchsten
Schritt gespeichert: iiberschreibe die Zelle der Kopfposition mit X; und bewege den Kopf
geméf D,,“. Man beachte, dass der Zustandswechsel von ¢; nach g bereits hinter (M)
auf Band 1 gespeichert ist. Der Zustandswechsel muss nicht (und kann auch nicht) im
Zustand gespeichert werden.

e Verdndere Band 2 entsprechend dem im Zustand gespeicherten Befehl.

Ende der Simulation und Berechnung Halte, falls der Zustand ¢,—1 = Gaccept Oder
der Zustand gn = Greject von M auf Band 1 hinter (M) gespeichert ist. Akzeptiere, falls der
akzeptierende Endzustand ¢,—; von M auf Band 1 hinter (M) steht. =]

2.6.2 Eigenschaften von Turingmaschinen als entscheidbare bzw. rekursiv
aufzihlbare Sprachen

Da wir DTMs mit Hilfe der Gédelnummern mit Elementen aus {0, 1}* identifizieren, kénnen
wir nun auch Eigenschaften von Turingmaschinen mit Hilfe von Sprachen definieren. Weiter
kénnen wir uns dann fragen, ob diese Sprachen entscheidbar oder rekursiv aufzdhlbar sind.

Beispiel 1: Die einfachste Frage in Bezug auf Turingmaschinen ist sicherlich, ob etwas eine
korrekt definierte DTM ist. Als Sprache iiber dem Eingabealphabet {0, 1} erhalten wir dann

Godel := {w € {0,1}* | w ist die Godelnummer einer DTM M.}

Lemma 2.16 Die Sprache Gédel ist entscheidbar.

Beweis: Zunéchst iiberpriifen wir, ob die Eingabefolge w das richtige Format hat, d.h., die
Folge beginnt und endet mit drei Einsen, zwischen zwei Teilfolgen bestehend aus jeweils zwei
Einsen tauchen 4 Einsen auf, zwischen denen wiederum jeweils eine gewisse Anzahl von Nullen
steht. Ist sichergestellt, dass die Folge w das richtige Format hat, miissen wir priifen, dass alle
Forderungen, die an eine DTM gestellt werden, erfiillt sind. Z.B. miissen wir iiberpriifen, dass
beim Lesen von > die Ubergangsfunktion festlegt, dass der Lesekopf nach rechts wandert.
Fiir die Folge w bedeutet dieses, dass bei jeder Teilfolge 0°T110710*+10!10™ mit j = 4 (das
gelesene Zeichen ist ) gelten muss, dass m = 2 (der Kopf bewegt sich nach rechts). Diese
Eigenschaft einer Folge kann sicherlich leicht durch eine Turingmaschine iiberpriift werden.
Man iiberzeugt sich, dass auch alle anderen Forderungen an eine DTM leicht anhand der
Godelnummer iiberpriift werden kénnen. H
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Beispiel 2: Wir wollen wissen, ob eine DTM eine gewisse Anzahl von Zustinden besitzt.
Als Sprache formuliert erhalten wir

States := {((M),d) | Die DTM M besitzt mindestens d Zusténde, d € IN.}

Lemma 2.17 Die Sprache States ist entscheidbar.

Beweis: Zunéchst einmal ist klar, dass wir eine DTM konstruieren kénnen, die alle Folgen
ablehnt, die nicht Paar einer Godelnummer und einer natiirlichen Zahl sind. Ist hingegen
die Eingabe ein Paar bestehend aus der Gédelnummer (M) und der natiirlichen Zahl d, so
kénnen wir anhand der Gédelnummer leicht feststellen, ob M mindestens d Zustinde besitzt.
Hierzu miissen wir nur iiberpriifen, ob die Gédelnummer eine Ubergangsfunktion kodiert, die
mindestens aus d — 2 Zeilen besteht. Es miissen nur mindestens d — 2 Zeilen sein, da fiir die
Zustidnde Gaccept; Greject die Ubergangsfunktion einer DTM nicht definiert ist. ]

Beispiel 3 - Das Halteproblem: Nun kommen wir zu einem Beispiel, das nicht nur fir
diese Vorlesung sondern auch fiir die Praxis von grofer Bedeutung ist. Es handelt sich hierbei
um das Halteproblem, das wir als Sprache immer mit H abkiirzen werden:

H = {{(M)x | M ist DTM, die gestartet mit Eingabe x hilt.}.

In die etwas modernere Terminologie iibersetzt, fragen wir uns bei gegebenem Computerpro-
gramm und gegebener Eingabe fiir das Programm, ob das Programm bei dieser Eingabe hélt
oder in eine Endschlosschleife gerét. Ein Problem, das offensichtlich sehr praxisrelevant ist.
Wir wollen uns nun iiberlegen, dass das Halteproblem rekursiv aufzdhlbar ist. Spiter werden
wir sehen, dass das Halteproblem nicht entscheidbar ist.

Satz 2.18 Das Halteproblem ist rekursiv aufzdhlbar.

Beweis: Um zu zeigen, dass das Halteproblem rekursiv aufzédhlbar ist, miissen wir eine DTM
M Xkonstruieren, die die Sprache H akzeptiert. Die DTM ist ein Abbildung 2.14 beschrieben.
Die Beschreibung ist in einer Form angeben, die wir von nun an immer wieder zur Beschreibung
von DTMs verwenden werden.

M bei Eingabe w € {0,1}*

1. Falls w nicht von der Form (M)x ist, lehne ab.
2. Simuliere M mit Eingabe x.
3. Wird in 2. festgestellt, dass M die Eingabe x akzeptiert, akzeptiere

Abbildung 2.14: DTM M, die H akzeptiert.

Um den ersten Schritt umzusetzen, erinnern wir uns, dass wir das Ende der Gédelnummer an
der zweiten Teilfolge von drei aufeinanderfolgend Einsen erkennen kénnen. Existiert eine solche
Teilfolge nicht, ist die Eingabe nicht von der geforderten Form, und wir kénnen ablehnen. Sonst
kénnen wir wie in Beispiel 1 iiberpriifen, ob die Teilfolge beginnend mit den ersten drei Einsen
und endend mit den zweiten drei Einsen eine Godelnummer ist. Den 2. Schritt bis 4. Schritt
kénnen wir mit der universellen Turingmaschine My umsetzen.

Wir miissen noch zeigen, dass die DTM M die Sprache H akzeptiert. Hierzu ist fiir w = (M)z
zweierlei zu zeigen.

24, Januar 2019



2.6 Universelle Turingmaschinen 25

i) Ist w € H, so akzeptiert M die Eingabe w.

ii) Ist w € H, so akzeptiert M die Eingabe w nicht.

zu i) Ist w € H, so hiillt M bei Eingabe 2. Dann wird auch M bei Eingabe w = (M )z halten.
Aus 3. und 4. der Beschreibung von M folgt, dass M dann w akzeptiert.

zu ii) Ist w & H, so halt M bei Eingabe x nicht. Damit kann auch M bei Eingabe w nicht
halten. Dieses bedeutet, dass M die Eingabe w nicht akzeptiert.

Hl

Man beachte, dass die DTM M die Sprache H wirklich nur akzeptiert und nicht entscheidet.
Denn ist die Eingabe w = (M)x fiir M derart, dass M bei Eingabe x nicht hilt, so wird M
bei Eingabe w = (M )z ebenfalls nicht halten. Wie oben schon gesagt, werden wir auch sehen,
dass H nicht entscheidbar ist.

Beispiel 4: Wir betrachten die folgende Sprache

Useful :— {((M},q) M ist DTM mit Zustand ¢, und es gibt eine Eingabe }

w, so dass M gestartet mit w den Zustand g erreicht.

Auch diese Sprache ist praktisch von Bedeutung. Dieses wird klarer, wenn wir das Problem
etwas umformulieren. Gegeben ist ein Computerprogramm bestehend aus mehreren Unterpro-
grammen. Wir wihlen eines der Unterprogramme aus, und fragen uns, ob dieses Unterpro-
gramm jemals von irgendeiner Eingabe aufgerufen wird. Wir zeigen nun

Lemma 2.19 Useful ist rekursiv aufzdhlbar.

Beweis: Um eine DTM zu konstruieren, die Useful akzeptiert, werden wir eine niitzliche
Technik kennenlernen. Die Technik beruht darauf, dass wir die Elemente in {0, 1}* aufzidhlen
oder indizieren konnen. Diese Aufzéhlung ist gegeben durch die folgende bijektive Funktion
index:

index: {0,1}* — IN
v (1v)a.

In Worten, wir stellen der Bitfolge w zunéchst eine 1 voran und erhalten dann eine neue Folge
lw. Diese Folge interpretieren wir als die Bin&rdarstellung einer natiirlichen Zahl. Diese Zahl
wiederum ist der Index, die wir der Folge w zuordnen. Die Folge, der wir auf diese Weise den
Index ¢ zuordnen, bezeichnen wir mit w;. Es gilt also

Yw € {0, 1}* ¢ W = Windex(w)*

Betrachten wir einige Beispiele. Der leeren Folge ¢ ordnen wir den Index zu, deren Binér-
darstellung le = 1 ist. Dieses ist die Zahl 1. Der Folge 00 ordnen wir den Index mit der
Binérdarstellung 100 zu. Dieses ist die Zahl 4 und es gilt index(00) = 4.

Wir ordnen auf die oben beschriebene Weise nicht nur jeder Folge einen Index zu. Umgekehrt
gibt es auch zu jeder Zahl > 1 eine Folge mit diesem Index. Um die Folge mit Index 7 zu
erhalten, betrachten wir die Bindrdarstellung von ¢, streichen die filhrende 1 und erhalten so
die Folge mit Index ¢. Betrachten wir ¢ = 13. Die Bindrdarstellung von 13 ist 1101. Damit ist
w3z = 101.

Nun kénnen wir eine DTM E beschreiben, die die Sprache Useful akzeptiert.
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E bei Eingabe w € {0,1}*

1. Lehne ab, falls w nicht von der Form ((M), q) ist,
wobei ¢ ein Zustand von M ist.
2. Wiederhole fiir ¢ = 1,2, 3, ... Schritte bis die DTM halt:
3. Simuliere fiir ¢ Schritte die DTM M mit Eingabe wq, ..., w;.
4. Wird in 3. festgestellt, dass M bei einer der Eingaben nach
hochstens 4 Schritten den Zustand q erreicht, akzeptiere.

Der 1. Schritt ist wieder leicht durchzufiihren. Um die Simulationen im 3. Schritt durchzu-
fihren, konnen wir wieder vorgehen wie bei der universellen Turingmaschinen. Diese statten
wir aber jetzt noch zusétzlich mit einem Zihler aus, der jeweils sagt, wie viele Schritte bereits
simuliert wurden. Im é-ten Durchlauf der Schleife in 2. wird dann jede Simulation abgebrochen,
sobald der Z&hler den Wert ¢ erreicht hat.

Wir miissen nun zeigen, dass F die Sprache Useful akzeptiert. Eingaben, die nicht von der
korrekten Form sind, werden im 1. Schritt abgelehnt. Ist die Eingabe fiir E von der Form
((M), q), wobei ¢ ein Zustand von M ist, M aber bei keiner Eingabe w in den Zustand ¢ geht,
wird E nicht halten. Vielmehr wird die Schleife in 2. fiir ¢ = 1,2, 3,4, ... durchlaufen.

Ist hingegen ((M),q) € Useful, so gibt es mindestens eine Folge w; € {0,1}*, so dass M
gestartet mit Eingabe w; in den Zustand ¢ geht. Erreicht nun M gestartet mit Eingabe w;
den Zustand nach k Schritten, so betrachten wir den Schleifendurchlauf im 2. Schritt von E
fiir den Wert ¢ = max{j, k}. Hat E vorher noch nicht im akzeptierenden Zustand gehalten,
wird nun M mit Eingabe w; fiir mindestens & Schritte simuliert. Dann aber wird festgestellt,
dass M bei Eingabe w; den Zustand q erreicht. E hilt dann im akzeptierenden Zustand.

Wir haben also gezeigt, dass F Eingaben, die nicht in Useful liegen, nicht akzeptiert, wihrend
alle Eingaben, die in Useful liegen auch von E akzeptiert werden. E akzeptiert somit die
Sprache Useful. H]

Wir wollen nun noch kurz die Frage kldren, warum wir die Laufzeit fiir die Simulationen im
3. Schritt von E sukzessive erhthen. Warum koénnen wir nicht nacheinander M mit Eingabe
w1, Wo, w3, ... simulieren, um zu sehen, ob M bei einer Eingabe jemals den Zustand q erreicht?
Betrachten wir hierzu den Fall, dass M bei Eingabe wy den Zustand q erreicht, M aber bei
Eingabe w; nicht hélt. Simulieren wir nun M nacheinander mit allen Eingaben, ohne die Zeit
der Simulation zu beschrinken, werden wir nie zur Simulation von M mit Eingabe wy gelangen,
denn bei Eingabe w; gerdt M, und damit auch die Simulation von M, in eine Endlosschleife.
((M), q) liegt dann zwar in Useful, wiirde aber von E nicht akzeptiert werden.

Exkurs: Einschrinkung auf die Standardalphabete Wir haben zu Beginn dieses Ab-
schnitts vor der Definition von Gédelnummern behauptet, dass wir uns bei DTMs auf die so
genannten Standardalphabete I' = {0,1,>,U}, ¥ = {0, 1} beschrénken kénnen. Dieses wollen
wir nun begriinden. Die Einschrankung auf die Standardalphabete wird sich auch im weiteren
Verlauf der Vorlesung als niitzlich erweisen. Beliebige Alphabete I koénnen durch {0,1,U}
simulieren werden, indem wir die Buchstaben # Ll aus IV mit 1, ..., durchnummerieren und
den i-ten Buchstaben durch ¢ Nullen gefolgt von einer 1 kodieren. Als Beispiel betrachten
wir I" = {a,b,¢,d,>,U}. Die Elemente aus IV werden dann durch 01,001,0001, 00001, o>, LI
kodiert. Die letzte 1 fiigen wir immer an, um das Ende der Kodierung einer Buchstabens er-
kennen zu kénnen. Es gibt bessere Kodierungen, aber die gerade beschriebene reicht fiir unsere
Zwecke. Von nun an werden wir daher immer annehmen ¥ = {0,1},I" = {0, 1, >, U}.
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2.7 Die Existenz nicht rekursiv aufzihlbarer Sprachen

Als Néchstes wollen wir nachweisen, dass es Sprachen gibt, die nicht rekursiv aufzdhlbar sind,
d.h. es gibt keine DTM, die diese akzeptiert. Dazu gehen wir zu den Urspriingen der Komple-
xitdtstheorie zuriick, die in der Begriindung der modernen Mengenlehre liegen.

Die moderne Mengenlehre geht im Prinzip auf eine Person zuriick, Georg Cantor. In seiner
bahnbrechenden Forschungsarbeit im Jahre 1874 beobachtete Cantor, dass es verschiedene
Arten von Unendlichkeit gibt. Davor hatte sich die Forscherwelt nie mit dieser Problematik
auseinandergesetzt sondern glaubte schlicht, dass es nur eine Art von Unendlichkeit gibt.
Cantor zeigte, dass das nicht wahr ist. Insbesondere zeigte er, dass die Kardinalitédt der reellen
Zahlen grofer ist als die Kardinalitdt der natiirlichen Zahlen. Wir werden seinen Beweis in
diesem Kapitel vorstellen und darauf aufbauend nachweisen, dass es nicht rekursiv aufzéhlbare
Sprachen geben muss.

2.7.1 Eigenschaften unendlicher Mengen

Die Kardinalitit einer Menge ist definiert als die Anzahl ihrer Elemente. Wenn S eine unend-
liche Menge ist, ist |S| unendlich grof. In diesem Fall bezeichnet man die Kardinalitdt einer
Menge auch als eine transfinite Zahl oder transfinite Kardinalitdt.

Zwei Mengen konnen in eine eins-zu-eins Beziehung gebracht werden (bzw. sie sind isomorph)
genau dann wenn ihre Elemente gepaart werden kénnen, so dass jedes Element der zwei Mengen
genau einem Paar zugeordnet ist, oder mit anderen Worten, wenn es eine Bijektion von einer
Menge zur anderen gibt. Falls zwei Mengen A und B isomorph sind, so schreiben wir A ~ B.

Beispiel: Die Mengen A = {a, b, c} und B = {1, 2,3} konnen offensichtlich in eine eins-zu-eins
Beziehung gebracht werden, da wir die Paare (a, 1), (b,2) und (¢, 3) formen kénnen, oder mit
anderen Worten, die Funktion f : A — B mit f(a) = 1, f(b) = 2 und f(c) = 3 ist eine
Bijektion.

Die Kardinalitat einer Menge A ist mindestens so groff wie die Kardinalitit von B, oder
|A| > |B|, genau dann wenn es eine Bijektion einer Teilmenge von A auf die Menge B gibt,
oder mit anderen Worten, wenn es eine sujektive Abbildung von A nach B gibt. Wir sagen,
dass A und B dieselbe Kardinalitit haben, oder |A| = |B|, genau dann wenn |A| > |B| und
|B| > |A|. Es ist einfach zu iiberpriifen, dass ,,=* eine Aquivalenzrelation und ,,>* eine Ordnung
darstellt. Weiterhin gilt der folgende Satz.

Satz 2.20 Seien A und B beliebige Mengen. Falls A ~ B, dann ist |A| = |B].

Beweis: Falls A ~ B, dann gibt es eine bijektive Abbildung f von A nach B und eine
bijektive Abbildung g von B nach A. Da bijektive Abbildungen surjektiv sind, folgt aus f,
dass |A| > |B|, und aus g, dass |B| > |A|. Somit ist |A| = |B). 5]

Die wichtigsten Mengen sind

e IN={1,2,3,4,...}: Menge der natirlichen Zahlen
e Z={...,-2,-1,0,1,2,...}: Menge der ganzen Zahlen
e Q= {z/y |z € Z und y € IN}: Menge der rationalen Zahlen

o IR: Menge der reellen Zahlen
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Gegeben eine Zahlenmenge S, sei S die Menge aller positiven Zahlen in S und S_ die Menge
aller negativen Zahlen in S.

Es mag naheliegen, dass

IN| = (2| = Q| = [R| oder |N|<|Z|< |Q| <R
ist. Allerdings werden wir zeigen, dass das nicht wahr ist.
Satz 2.21 |IN| = |Z|.

Beweis: Aufgrund der Tatsache, dass IN C Z ist, oder konkreter, die Abbildung g : Z — IN
mit g(x) = 1+ |x| surjektiv ist, folgt direkt, dass auch |Z| > |IN| ist. Um |[IN| > |Z]| zu zeigen,
betrachten wir die Abbildung f : IN — Z mit f(z) = (—=1)* - |z/2]. f ist surjektiv, da fiir
jedes y € Z der Wert = = 2 |y| + (ly| —v)/(2]y|) (falls y # 0 und sonst = 1) die Eigenschaft
hat, dass f(z) = y. Also ist |IN| = |Z]|. =]

Satz 2.22 |Z| = |Q|.

Beweis: Offensichtlich ist Z C Q und damit |Q| > |Z|. Es bleibt also zu zeigen, dass |Z| > |Q|
ist. Wir nehmen hier vereinfachend an, dass alle Briiche z/y # 0 in Q verschiedene Zahlen
darstellen (was offensichtlich fiir 4/2 und 6/3 nicht gilt). Kénnen wir fiir diese Vereinfachung
Surjektivitdt nachweisen, gilt sie offensichtlich auch fiir alle Zahlen, die durch Q abgedeckt
sind. Die folgende Tabelle illustriert Cantors Methode, um diese Ungleichung zu zeigen.

Zahler
1 2 3 4
1/1 2/1 3/1 4/1
1/2 2/2 3/2 4/2
1/3 2/3 3/3 4/3
1/4 2/4 3/4 4/4

Nenner

N

Offensichtlich kann jede positive rationale Zahl in dieser Tabelle gefunden werden. Wir kénnen
diese Zahlen rigoros aufzéhlen, indem wir diagonal durch die Tabelle laufen: 1/1, 2/1, 1/2,
3/1, 2/2, 1/3, usw. Wenn wir nun darauf aufbauend die folgende Abbildung ¢ : Z, — Q4
definieren, erhalten wir eine surjektive Abbildung von Z, nach Q.

Mit derselben Strategie kénnen wir auch eine surjektive Abbildung h von Z_ nach Q_ erzeu-
gen. Definieren wir nun die Abbildung f : Z — Q mit f(x) = g(z) falls > 0, f(z) = h(z)
falls x < 0 und f(0) = 0, dann erhalten wir eine surjektive Abbildung von Z nach Q. Daher
ist |Z| > |Q| und damit |Z| = |Q]. 5]

Da die Gleichheit transitiv ist, erhalten wir aus den Sétzen 2.21 und 2.22 das folgende Resultat.

Korollar 2.23 |IN| = |Q].
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Eine Verallgemeinerung der Aufzéhlungstechnik aus dem Beweis von Satz 2.22 liefert auch das
folgende Resultat.

Satz 2.24 Fiir jedes k € IN ist [IN| = |IN¥|.

Im Lichte dieses Resultats mag es naheliegend sein zu glauben, dass alle unendliche Mengen
dieselbe Kardinalitdt haben. Die ndchsten zwei Sétze zeigen allerdings, dass das nicht wahr
ist. Fiir eine beliebige Menge M ist P(M) ={U | U C M} die Potenzmenge von M.

Satz 2.25 [R| = |P(IN)|.

Beweis: Zunichst zeigen wir, dass |IR| > |P(IN)|. Fiir jedes (binér kodierte) = € [0, 1] sei b(z)
der Binérstring, der genau dann eine 1 in Position ¢ enthélt, wenn die i-te Ziffer rechts vom
Dezimalpunkt von z eine 1 ist. Fiir x = 0,625 ist z.B. ()2 = 0,101 und daher b(z) = 101.
Dabei gehen wir hier implizit davon aus, dass x eine eindeutige Bindrkodierung hat. Das
stimmt aber leider nicht ganz, da z = 0,625 zwei verschiedene Bindrkodierungen hat, némlich
()2 = 0,101 und (z)2 = 0,1001 (also 0,100 gefolgt von unendlich vielen len). Das liegt daran,
dass Y ;5 1/2¢ = 1/251 ist. Wir unterscheiden zwischen diesen Binirkodierungen, indem wir
(7)2 = 0,101 als die kanonische Binirkodierung bezeichnen. Sei nun b(x) der Bin#rstring, der
sich aus der kanonischen Bindrkodierung ergibt, und b'(z) der Binérstring, der sich aus der
alternativen Bindrkodierung ergibt. b'(z) existiert natiirlich nur, wenn 2 > 0 und b(x) endlich
ist, sonst nehmen wir an, dass b'(z) = b(z). Fiir den Sonderfall, dass x = 1 ist, setzen wir
b(z) = b/(x) = 1 (unendlich viele len). Fiir einen Binirstring w = wywaws. .. sei S,, € IN
die Menge, die genau die Zahlen ¢ € IN enthélt mit w; = 1. Betrachte nun die Abbildung
f:10,1] x {0,1} — P(IN) mit

N Sb(x) falls i =0
fa,i) = { Sy( fallsi=1

Wir werden zeigen, dass f surjektiv ist. Betrachte eine beliebige Menge S C P(IN). Falls | S|
endlich ist, dann gilt fiir z = Y, ¢1/2" € [0,1], dass Sy,y) = S bzw. f(z,0) = S. Falls |S]|
unendlich ist, unterscheiden wir zwischen drei Fallen.

e Falls S = IN, dann ist f(1,0) = f(1,1) = S.

e Ist | S| endlich (und nichtleer), dann gilt fiir die groRte Zahl k in S, dass fiir alle &' > k,
K e S.Sei 8 ={ieS|i<k}U{k}. Dann gilt fiir die reelle Zahl 2’ € [0,1] mit
Sp(ary = ', dass Sy () = S und damit f(2',1) = S.

e Falls auch |S| unendlich ist, dann gilt fir 2 = 3, ¢ 1/2" € [0,1], dass Sy(y) = Sp(z) = 5,
dh. f(z,0) = f(z,1) = S.

f ist also in der Tat surjektiv. Das bedeutet, dass auch g : [-1,1] — P(IN) mit g(x) = f(|z|,0)
falls x < 0 und sonst g(x) = f(z,1) surjektiv ist. Da [-1,1] C IR, folgt somit, dass |IR| >
[PIN)I.

Als Néchstes zeigen wir, dass [P(IN)| > |IR| ist. Um eine surjektive Abbildung von P(IN)
nach IR zu erhalten, transformieren wir jede Menge S € P(IN) zunéchst in einen Binérstring
w(S) mit der Eigenschaft, dass die i-te Ziffer von w(S) genau dann 1 ist, wenn i € S ist.
Danach transformieren wir den Binérstring w in eine Zahl x,, mit der Eigenschaft, dass w;
das Vorzeichen von x kodiert (0 ist + und 1 ist —), alle w; mit geradem 7 Bit ¢/2 von =
links vom Dezimalpunkt und alle w; mit ungeradem ¢ > 1 Bit (i — 1)/2 von x rechts vom
Dezimalpunkt reprasentiert. Zum Beispiel entspricht w = 10111 der Zahl (—10,11)y = —2, 75.
(Allerdings konnen wir mit unendlich langen Binérstrings w auch Zahlen erzeugen, die keine
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reellen Zahlen sind, da diese potentiell unendlich viele Vorkommastellen enthalten kénnen.)
Formal betrachten wir also die Abbildung f mit f(S) = x,g fiir alle S € P(IN). Da es fiir
jede reelle Zahl x einen (potentiell unendlichen) Binérstring w gibt mit x,, = x und fiir jeden
(potentiell unendlichen) Binérstring w eine Menge S € P(IN) gibt mit w(S) = w, ist f eine
surjektive Abbildung auf IR. &l

Weiterhin gilt der folgende Satz.
Satz 2.26 [IN| < [P(IN)|.

Beweis: Wir zeigen diese Aussage durch einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gébe
eine surjektive Abbildung f : IN — P(IN). Betrachte eine feste Abbildung f mit dieser Eigen-
schaft, und sei f représentiert durch die linkste Spalte in der folgenden Tabelle (d.h., = wird
abgebildet auf f(x) = S,).

Ist die Zahl in der Menge? natiirliche Zahlen
1 2 3 4
S1 ja mein  ja  nein
So nein ja  nein ja
Ss ja ja  nein nein

[13 )]

Da jede Zeile i von “ja” und “nein” Antworten die Menge 5; eindeutig bestimmt, kénnen wir

[{5 )]

jede Zeile von “ja” und “nein” Antworten als eine eindeutige Kodierung von S; ansehen.

Betrachte nun die Diagonale, die durch die fettgedruckten ‘ja” und “nein” Antworten geformt
wird. Drehen wir jede “ja” Antwort in eine “nein” Antwort und jede “nein” Antwort in eine
“ja” Antwort, erhalten wir eine Antwortkette, die offensichtlich in keiner Zeile enthalten sein
kann, da sie sich von jeder Zeile i an der Position ¢ unterscheidet. Das aber bedeutet, dass die
Menge, die durch die umgedrehten Antworten kodiert wird, keiner Zahl ¢ zugewiesen wurde.
Das widerlegt unsere Behauptung, dass f eine surjektive Abbildung ist, und daher kann es
keine surjektive Abbildung von IN nach P(IN) geben. Darum ist |IN| < |P(IN)]. =]

Die Methode in diesem Beweis nennt man auch Diagonalisierung, und wir werden diese spéter
nochmal in einem anderen Kontext behandeln.

Aus den Satzen 2.25 und 2.26 ergibt sich zusammen mit den vorigen Sétzen das folgende Bild:
IN| = [Z] = |Q| < [IR] .

Man mag nun annehmen, dass [IN| < |U;>¢ INY|, da Ui>o IN? = P(IN), aber diese Gleichung ist
falsch, da UiZO IN® nur Mengen endlicher Kardinalitit enthilt. In der Tat kann das folgende
Resultat gezeigt werden.

Satz 2.27 |IN| = |5, IN'|
Beweis: Der Beweis ist eine Ubung. Hl

Weiterhin mag man sich fragen, ob es eine Menge S gibt mit |IN| < |S| < |IR|. Das ist in der
Tat das erste Problem in David Hilberts beriihmter Liste ungeldster Probleme, die er 1900 auf
dem Internationalen Mathematiker-Kongress in Paris vorgestellt hat. Die sogenannte Kontinu-
umshypothese behauptet, dass es keine solche Menge S gibt. G6del hat 1938 gezeigt, dass die
Kontinuumshypothese innerhalb der Axiome der Zermelo-Fraenkel (ZF) Mengentheorie nicht
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widerlegt werden kann, und 1963 hat Paul Cohen schliefslich gezeigt, dass die Kontinuumshy-
pothese auch nicht innerhalb der ZF Axiome bewiesen werden kann. Mit anderen Worten, die
Kontinuumshypothese ist unentscheidbar innerhalb der ZF Axiomatik.

Satz 2.26 kann wie folgt verallgemeinert werden (was eine Ubung ist).
Satz 2.28 Fir jede Menge A gilt, dass |A| < |P(A)].

Satz 2.28 impliziert, dass es eine unendliche Folge transfiniter Zahlen gibt. Diese Zahlen werden
mit dem hebriischen Buchstaben Aleph (als Zeichen, R) bezeichnet. |IN| ist definiert als Vg
und |IR| ist definiert als X;. |IN| reprasentiert die kleinste transfinite Zahl, da gezeigt werden
kann, dass jede Menge unendlicher Gréfe mindestens so grofs sein muss wie IN.

2.7.2 Paradoxien in der Mengentheorie

Cantor publizierte zwischen 1879 und 1884 noch sechs weitere Abhandlungen iiber die Men-
genlehre. Diese Arbeiten erschienen in den Mathematische Annalen, und es war zu dieser Zeit
eine mutige Entscheidung des Herausgebers, diese Werke zu publizieren, da es eine wachsen-
de Opposition gegeniiber Cantors Ideen gab. Eine fiilhrende Figur in dieser Opposition war
Kronecker, der damals sehr einflussreich in der Mathematikwelt war. Allerdings hatte wohl
auch Cantor selbst Probleme mit seiner neuen Theorie. Es wird angenommen, dass er der ers-
te war, der Paradoxien in der Mengenlehre entdeckte, obwohl das erste dokumentierte Paradox
von 1897 ist, publiziert von Cesare Burali-Forti. 1899 entdeckte Cantor ein weiteres Paradox,
das sich aus der Menge aller Mengen ergibt. Was ist die Kardinalitdt der Menge aller Mengen?
Offensichtlich muss das die groftmogliche Kardinalitét sein. Aber wir haben im vorigen Kapi-
tel gezeigt, dass die Potenzmenge einer Menge immer eine grobere Kardinalitit als die Menge
selbst haben muss. Es sah also so aus, als ob die Kritik von Kronecker zumindest teilweise
berechtigt war. Das “ultimative” Paradox wurde von Russel 1902 (und unabhéngig davon von
Zermelo) gefunden. Es betrachtet die Menge

A ={X | X ist kein Element von X} .

Russel fragte dann: Ist A ein Element von A? Sowohl die Annahme, dass A ein Element von
A ist, als auch die Annahme, dass A kein Element von A ist, fithren zu einem Widerspruch.
Die Mengendefinition an sich scheint also ein Paradox zu ergeben. Was 1duft hier schief?

Zun#chst einmal nehmen wir, wenn wir A definieren, implizit an, dass A existiert! D.h. das
Paradox beweist einfach nur durch Widerspruch, dass A nicht existieren kann! Aber wie kann
das sein, da es kein Problem mit dem Komplement von A zu geben scheint? Dieses ist ndmlich

B = {X | X ist ein Element von X} .

Ist die Mengentheorie also nicht gegentiber dem Komplement abgeschlossen? Um das Problem
zu 16sen, spezifizieren wir einen Wertebereich fiir X, z.B.

B ={X € IN| X ist ein Element von X} .
In diesem Fall ist offensichtlich B = ). Also ist
A={X € IN| X ist kein Element von X} =1IN.

Wenn wir das Paradox nochmal iiberpriifen, dann ergibt sich:

e AcA oy ¢ A: Dieses Argument gilt nicht mehr, da A kein Element von A ist (bzw.
IN ¢ IN).
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e AZ A dg. A e A: A ¢ A ist wahr, aber da A ¢ IN, kann daraus nicht geschlossen
werden, dass A € A (denn nur die Elemente X € IN kénnen Elemente von A sein!).

Sobald wir also den Wertebereich von X spezifizieren, 16st sich das Paradox in Wohlgefallen
auf. Das zeigt auf, dass A nie Teil des Wertebereichs sein kann, aus dem die Xe gewdhlt sind
(ersetzen wir IN durch jeden anderen Wertebereich, erhalten wir dasselbe Resultat wie fiir IN).
Wenn also X eine beliebige Menge sein kann, dann kann A nicht existieren!

Einige Mathematiker konnten sich nicht damit anfreunden, dass es moglich ist, Mengen zu de-
finieren, die nicht existieren. Das verursachte auf der einen Seite Versuche, die Mengenlehre so
zu axiomatisieren, dass Paradoxe nicht moéglich sind, und auf der anderen Seite die Ablehnung
von Beweisen, die auf Widerspriichen beruhen, was die mathematische Gruppe der “Konstruk-
tivisten” hervorbrachte. Der Vesuch, eine geeignete Axiomatisierung der Mengentheorie zu
finden schlug im Ubrigen fehl, und es ist heute bekannt, warum der Versuch scheitern musste.
Obwohl Paradoxien seltsam erscheinen mdgen, wenn man zum ersten Mal mit ihnen zu tun
hat, so sind sie doch nicht auf die Mengentheorie beschrinkt. Definiere, z.B., x als die grofste
natiirliche Zahl. Offensichtlich kann x nicht existieren, da = + 1 auch eine natiirliche Zahl ist.
Dementsprechend macht es auch keinen Sinn, die Menge aller Mengen zu definieren, obwohl
es hier weniger offensichtlich ist.

2.7.3 Konsequenzen fiir die Berechenbarkeit

Im Folgenden sei £ die Menge aller Sprachen und £,. die Menge aller rekursiv aufzéhlbaren
Sprachen. Eine fundamentale Frage ist, ob £, = £ ist oder nicht. Mithilfe unserer Resultate
aus der Mengenlehre werden wir zeigen, dass diese Frage leicht zu beantworten ist.

Wir starten mit einer festen Darstellung von L. Offensichtlich kann jedes Entscheidungspro-
blem als eine Sprache L C {0, 1}* dargestellt werden (L enthélt die Bindrkodierungen aller Ein-
gaben, die akzeptiert werden sollen). D.h. die Menge aller Entscheidungsprobleme kann durch
P({0,1}*) beschrieben werden. Weiterhin haben wir gesehen, dass jede DTM M eine eindeu-
tige Godelnummer (M) besitzt. Sei M C {0,1}* die Menge aller Worte in {0, 1}*, die Gédel-
nummern von DTMs darstellen. Dann ist die Abbildung f : M — L, mit f((M)) = L(M)
offensichtlich surjektiv. Also ist | M| > |L,e|. Weiterhin ist [{0,1}*| > M|, da M C {0,1}*
ist. Aufgrund von Satz 2.28 gilt, dass [P({0,1}*)| > |{0,1}*|. Durch Kombination dieser Un-
gleichungen erhalten wir |2{%1}"| > |£,.| und daher, dass |£| > |£,e|. Also kann die Menge der
rekursiv aufzdhlbarne Sprachen nicht alle moglichen Sprachen abdecken. Oder mit anderen
Worten:

Satz 2.29 Es gibt eine Sprache, die nicht rekursiv aufzdhlbar ist.

Gibt es auch Sprachen L, fiir die weder L noch L rekursiv aufzihlbar sind? Der niichste Satz
zeigt, dass das der Fall ist.

Satz 2.30 Es gibt eine Sprache L, fiir die weder L noch L rekursiv aufzihlbar sind.

Beweis: Um den Satz zu beweisen verwenden wir die Cantorsche Diagonalisierungsmethode.
Sei M C {0,1}* die Menge aller Gédelnummern von Turingmaschinen und L,.. = {L €
2101} | L € Lye oder L € L,.}. In Worten, L. enthilt die Menge aller Sprachen L, fiir die
entweder L oder L rekursiv aufzihlbar sind. Offensichtlich ist die Abbildung f : M x {0,1} —
Lrec mit f((M)c) = L(M) falls ¢ = 0 und L(M) sonst surjektiv. Also ist (M x {0,1}] > |Lrecl-
Weiterhin ist [{0,1}*] > |M x {0,1}], da M x {0,1} C {0,1}* ist. Da [P({0,1}*)| > {0, 1}*],
schliefen wir darauf, dass |P({0,1}*)| > |Lrec|- Mit anderen Worten, es kann keine surjektive
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Abbildung von L,.. nach £ geben. Es muss also eine Sprache L geben, fiir die weder L noch
L rekursiv aufzihlbar sind. Hl

2.7.4 Orakelrechnungen

Natiirlich kénnte man sich fragen, was passieren wiirde, wenn ein bestimmtes nicht rekursiv
aufzidhlbares Problem entscheidbar wére. Waren dann alle Sprachen rekursiv aufzihlbar? Wie
wir sehen werden, ist das nicht der Fall.

Sei O C {0,1}* eine beliebige Sprache (was nicht rekursiv aufzdhlbare Sprachen einschliefst).
Eine Turingmaschine mit Orakel O ist eine DTM mit drei speziellen Zustidnden: g7, g, und gy.
Der Zustand ¢; wird verwendet um zu fragen, ob das Wort rechts vom Kopf auf dem Band
in O ist. Das Orakel fiir O wird dann ¢7 entweder auf g, oder ¢, setzen, abhéngig davon, ob
das Wort in O ist oder nicht. Die Rechnung der DTM wird danach normal forgesetzt, bis zum
nichsten Mal ein Zustand g7 erreicht wird, fiir den das Orakel die néchste Frage beantwortet.
Falls O entscheidbar ist, kann das Orakel natiirlich durch eine andere DTM simuliert werden.
In diesem Fall ist die Menge der rekursiv aufzéhlbaren Sprachen mit Orakel O identisch zur
urspriinglichen Menge der rekursiv aufzdhlbaren Sprachen. Falls aber O nicht entscheidbar ist,
kénnte es moglich sein, eine Turingmaschine mit Orakel O zu bauen, die eine nicht rekursiv
aufzihlbare Sprache akzeptiert. Wir bezeichnen eine Turingmaschine M mit Orakel O als M©.
Eine Sprache L heift rekursiv aufzihlbar beziglich O falls L = L(M©) fiir eine Turingmaschine
MO gilt. Sei £, die Menge aller Sprachen, die rekursiv aufzihlbar beziiglich O sind. Dann
gilt der folgende Satz.

Satz 2.31 Fir jedes Orakel O ist LSO, C L.

Beweis: Offensichtlich ist £ C £. Es bleibt also zu zeigen, dass es eine Sprache gibt, die
nicht in £&, ist.

Betrachte ein festes Orakel O. Wir erweitern das Alphabet fiir die Gédelnummer einer Tu-
ringmaschine von {0, 1} auf {0, 1, ¢2, gy, ¢n }. Jede Turingmaschine wird dabei in der Standard-
weise kodiert, bis auf die Zustdnde g7, gy, and g,, fiir die neue Symbole benutzt werden. Sei
MO C{0,1,q7,qy, g }* die Menge aller mbglichen Kodierungen von Turingmaschinen, die das
Orakel O benutzen oder nicht. Offensichtlich ist die Funktion f: M© — £ mit f((M©)) =
L(M©) surjektiv. Also ist [MP| > [£2]. Da M® C {0,1,q7,qy,qn}", gilt weiterhin, dass
{0, 1, g2, gy, gn }*| > |MPO|. Weil {0,1, 2,4y, ¢,}* ~ {000,001,100,101,110}* C {0,1}* ist,
gilt auferdem, dass [{0,1}*| > |{0,1,¢2, gy, qn}*|- Wegen |P({0,1}*)] > |{0,1}*| folgt daraus,
dass [P({0,1}*)| > | £, und daher muss es Sprachen geben, die nicht in £, sind. Hl

Satz 2.31 kann auf mehrere Orakel erweitert werden. In der Tat reicht jede endliche und sogar
jede abzdhlbar unendliche Menge von Orakeln nicht aus, um alle Sprachen zu akzeptieren.
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2.8 Eine nicht rekursiv aufzihlbare Sprache

In diesem Abschnitt werden wir eine erste Sprache kennenlernen, die nicht rekursiv aufzédhlbar
ist. Hierzu bendtigen wir noch einige einfache Vorbereitungen. Auf Seite 25 haben wir die
Funktion index kennengelernt, die jeder Folge w € {0,1}* eine natiirliche Zahl, oder einen
Index, zuordnet. Wie wir gesehen haben, ist die Funktion index bijektiv, so dass wir mit der
inversen Funktion jeder natiirlichen Zahl ¢ € IN eine Folge w; zuordnen kénnen. Nun wollen
wir auch Turingmaschinen so aufzdhlen, dass jeder DTM eine Zahl ¢ € IN entspricht, und
umgekehrt jeder Zahl ¢ € IN auch eine DTM zugeordnet wird.

Wir sagen, dass die Zahl i € IN eine Gédelnummer ist, wenn die Bindrdarstellung bin(i) von 4
die Gédelnummer einer DTM M ist. Schlieklich bendtigen wir noch die spezielle DTM M eiect,
Diese ist so definiert, dass M jede Eingabe sofort ablehnt. Die von Mt akzeptierte
Sprache ist daher die leere Menge. Nun definieren wir fiir alle ¢ € IN

M, falls die Bindrdarstellung bin(i) die Godelnummer der DTM M ist,
M; = d.h., bin(i) = (M).

Mreiect - falls bin(4) keine Godelnummer ist

Wie angekiindigt, entspricht auf diese Weise jeder natiirlichen Zahl ¢ eine DTM, und umgekehrt
erhilt jede DTM M einen Index, ndmlich ihre Gédelnummer aufgefasst als natiirliche Zahl.
Nun kénnen wir das Verhalten aller DTMs auf allen méglichen Eingaben aus {0,1}* in ei-
ner (unendlich groken) Tabelle zusammenfassen. Wir haben diese in Tabelle 2.1 angedeutet.
Eintrége auf der Diagonalen sind fett markiert. Diese spielen in Kiirze eine wichtige Rolle.

My | My | My |-+ oo | Mz |- o | M;
wy | na | na | na na na
wo | na | na | na na na
wsg | na | na | na na na
wy | na | na | na na a
w; | na | na | na na a

Tabelle 2.1: Tabelle fiir Aktzeptanz/Nichtakzeptanz von DTMs.

Die Zeilen der Tabelle sind mit den Eingaben aus {0, 1}* gelabelt und zwar in der Reihenfolge
w1, Wa, . ... Die Spalten der Tabelle sind mit den DTMs gelabelt und zwar in der Reihenfolge
My, Ms,.... Jeder Eintrag der Tabelle ist entweder a oder na. Ein Eintrag a in der Zeile w;
und Spalte M; bedeutet, dass die DTM M die Eingabe w; akzeptiert. Steht in der Zeile w;
und der Spalte M; der Eintrag na, so bedeutet dies, dass die DTM M; den Eintrag w; nicht
akzeptiert, d.h., entweder lehnt M; die Eingabe w; ab oder die DTM M; hilt bei Eingabe w;
nicht. Die von der DTM M; akzeptierte Sprache besteht somit aus allen w;, so dass in der
Zeile w; und der Spalte M; der Eintrag a steht.

Betrachten wir einige Beispiele. Die DTM M, ist Mt denn 1 ist keine Godelnummer.
Mreiect Jehnt alle Eingaben w; ab, daher sind alle Eintréige in der ersten Spalte der Tabelle na.
Da auch 2 und 3 keine Gédelnummern sind, stehen auch in der zweiten und dritten Spalte der
Tabelle nur na’s. Dasselbe gilt fiir M7 und die siebte Spalte.
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Schauen wir uns als néchstes die Spalte fiir M; mit
i = 638779882761580251873009425399934115415079

an. Wir haben auf Seite 22 gesehen, dass diese Zahl eine Gédelnummer ist. Genauer, i ist Go-
delnummer einer DTM, die alle w; € {0, 1}* akzeptiert, die mindestens zwei Einsen enthalten.
Nun ist wy = €, daher lehnt M; die Eingabe w; ab. Somit ist der Eintrag in der Zeile w; und
Spalte M; der Tabelle na. Es gilt we = 0 und w3z = 1 und beide Folgen enthalten weniger
als zwei Einsen. Daher sind die Eintrige in der Spalte M; und den Zeilen ws, w3 ebenfalls na.
Dagegen ist w7y = 11 und somit wird w; von M; akzeptiert. Daher steht in der Zeile w7 und
der Spalte M; der Eintrag a.

Entscheidend fiir unsere erste nicht rekursiv aufzdhlbare Sprache sind die Eintridge auf der
Diagonalen der Tabelle, also die Eintrage fiir Zeile w; und Spalte M;. Schauen wir uns diesen
Eintrag fiir das oben erwéhnte ¢ an. Auf Seite 22 haben wir die Bindrdarstellung von 4 bereits
notiert. Die Folge w; erhalten wir, indem wir die erste 1 in der Bindrdarstellung von ¢ streichen.
Damit ist

w; = 11010101010011010010010010011010001000010001011
0100001010000100110010100101001100100100010010011
001000100001000101100100001000010000100111

Diese Folge enthélt sicherlich zwei Einsen. Daher akzeptiert M; die Eingabe w;. Entsprechend
ist der Eintrag in Zeile w; und Spalte M; unserer Tabelle a.

Nun kénnen wir die Sprache Diag definieren, von der wir zeigen werden, dass sie nicht rekursiv
aufzahlbar ist.

Definition 2.32 Diag := {w € {0,1}* | DTM Mj,gex(w) akzeptiert w nicht}.

Mit anderen Worten, die Sprache Diag enthilt genau die Elemente w; € {0,1}*, so dass in
Zeile w; und Spalte M; unserer Tabelle der Eintrag na steht. Der Name Diag erkldrt sich
daraus, dass wir die Werte auf der Diagonalen der Tabelle komplementiert haben, um fiir jede
Folge in {0, 1}* zu sagen, ob sie in Diag enthalten ist oder nicht enthalten ist. Wir haben oben
gesehen, dass M; die Folge € = w; ablehnt. Daher ist € € Diag. Genauso wird 0 = wy von Ms
abgelehnt und daher ist 0 € Diag. betrachten wir aber unser ¢ von oben und erinnern wir uns,
dass M; die Eingabe w; akzeptiert, so sehen wir, dass w; ¢ Diag.

Satz 2.33 Die Sprache Diag ist nicht rekursiv aufzdhlbar.

Beweis: Wir zeigen, dass fiir alle DTMs M gilt: L(M) # Diag. Sei nun DTM M beliebig
und j € IN mit bin(j) = (M). Also gilt M = M;. Weiter sei w € {0,1}* mit index(w) = j.
Solch eine Folge w existiert, da index bijektiv ist. Nach Definition von Diag gilt nun
w € L(Mj) < Mingex(w) akzeptiert w

< w ¢ Diag.
Damit gilt fiir alle DTMs M

L(M) # Diag
und Diag ist nicht rekursiv aufzihlbar. H]
Wie Sie sicherlich bemerkt haben, entspricht die Technik, die wir zur Konstruktion von Diag

angewandt haben, und die Argumentation, die wir im Beweis von Satz 2.33 benutzt haben, dem
Cantorschen Diagonalisierungsverfahren. Allerdings liefert uns auch Satz 2.33 keine praktisch
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interessante Sprache, die nicht rekursiv aufzdhlbar ist. Wir werden aber sehen, dass wir mit
Hilfe der Sprache Diag des Satzes 2.33, einigen allgemeinen Eigenschaften der Begriffe rekursiv
aufzdhlbar und entscheidbar, sowie den sogenannten Reduktionen auch praktisch relevante
Sprachen identifizieren kénnen, die nicht rekursiv aufzéhlbar sind. Dieselben Techniken werden
es uns auch ermdglichen, von einigen Sprachen, die rekursiv aufzdhlbar sind, zu zeigen, dass
sie nicht entscheidbar sind. Hierzu gehoren u.a. das Halteproblem (siehe Seite 24) und die
Sprache Useful (siche Seite 25).
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2.9 Reduktionen

Der Begriff der Reduktion soll formal fassen, was es bedeutet, dass ein Problem A nicht
schwerer ist als ein Problem B. Nun ist das Problem A sicherlich nicht schwerer als das Problem
B, wenn wir aus einem Algorithmus, der das Problem B 16st, einen Algorithmus konstruieren
kénnen, der das Problem A 16st. Reduktionen sind eine besonders einfache Methode aus einem
Algorithmus fiir das Problem B einen Algorithmus fiir das Problem A zu erhalten.

Wir wollen dieses an einem einfachen Beispiel demonstrieren. Wir betrachten zum einen das
Problem des Multiplizierens zweier natiirlicher Zahlen. Fiir die Eingabe (a,b) € Z? soll also das
Ergebnis a-b sein. Das zweite Problem ist das Quadrieren einer ganzen Zahl. Fiir Fingabe a € Z
soll also die Ausgabe a? sein. Wir sagen, dass das Quadrieren auf das Multiplizieren reduzierbar
ist, denn a? = @ - a. Das Quadrieren einer Zahl ist nichts anderes als das Multiplizieren dieser
Zahl mit sich selbst. Insbesondere kann jedes Programm zur Multiplikation zweier Zahlen auch
zur Berechnung des Quadrats einer Zahl benutzt werden.

Die Art, wie wir in diesem Beispiel aus einem Programm Pj; fiir das Multiplizieren ein Pro-
gramm Pg fiir das Quadrieren erhalten, ist sehr einfach. Um a® zu berechnen, rufen wir Py
mit der Eingabe (a,a) auf. Das Programm Py fiir das Quadrieren erhalten wir also aus dem
Programm Py, fiir das Multiplizieren, indem wir vor Pps noch ein Programm ausfiithren, das
bei Eingabe a € Z fiir Py eine geeignete Eingabe fiir Pys (und zwar (a,a)) berechnet. Dann
wird Py mit dieser geeignet gewdhlten Eingabe aufgerufen.

Bevor wir zu einer formalen Definition von Reduktionen kommen, wollen wir dieses Vorgehen
anhand zweier einfacher Sprachen und DTMs statt Programmen noch einmal skizzieren. Wir
betrachten zum einen die Sprache P der Palindrome iiber dem Eingabealphabet {0, 1}

P :={w e {0,1}" | w ist ein Palindrom}.

Um die zweite Sprache zu definieren, bezeichnen wir fiir zwei beliebige Bitfolgen a = (a1, ..., ay),b =
(b1, ...,by) gleicher Lénge mit a @ b das bitweise Exklusive-Oder der einzelnen Bits von a und
b

adb:.= (al@bl,...,an@bn).

Dann ist

XOR = {(a,b, ¢) € {0,1}* x {0,1}* x {0,1}* a, b, c haben die gleiche }

Linge und a @b = c.

Sei nun Mxor eine beliebige DTM, die die Sprache XOR entscheidet. Weiter sei My eine
DTM, die die folgende Funktion f berechnet

f: {0,1}* — {0,1}* x{0,1}* x {0,1}*
w = (w, w0,

Hierbei bezeichnet w die Folge w von rechts nach links geschrieben und |w| ist die Linge von
w.

Aus My und Mxor erhalten wir nun die folgende DTM Mp, die die Sprache P entscheidet.

Graphisch kann man sich die DTM Mp wie in Abbildung 2.15 vorstellen.
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Mp bei Eingabe w € {0,1}* :

1. Berechne mit M das Tripel (w,w®, 0*).

2. Simuliere Mxor mit Eingabe f(w).

3. Falls Mxor die Eingabe f(w) akzeptiert, akzeptiere w.
4. Falls Mxor die Eingabe f(w) ablehnt, lehne w ab.

DTM Mp
Eingabe fiir M flw Ausgabe von M
w8 Pl DTM My AR Mxor d &
Abbildung 2.15: Graphische Darstellung der DTM Mp.
Es gilt

we P e fw)=(w,wk 0" e XOR.

Denn liegt w in P, so ist w = w’ und w @ wf = 01*l. Ist andererseits w @ w? = 01*!, so gilt
w = w?® und w € P. Daher entscheidet die DTM Mp die Sprache P. Wir sagen, dass wir P
mittels der Funktion f auf XOR reduziert oder zurickgefihrt haben.

Definition 2.34 L’ C {0,1}* heift reduzierbar auf L C {0,1}*, falls es eine Funktion f :
{0,1}* = {0,1}* gibt mit

1. Fiir alle w € {0,1}* gilt:
we L & fw) € L.

2. f ist berechenbar, d.h., es gibt eine DTM M}, die die Funktion f berechnet.

Wir nennen die Funktion f auch eine Reduktion von L' auf L. Ist L’ auf L reduzierbar, so
schreiben wir L' < L. Wollen wir die Funktion f noch besonders erwihnen, sagen wir L’ ist
auf L mittels f reduzierbar.

Damit f eine Reduktion von L' auf L ist, miissen beide Bedingungen der Definition erfiillt
sein. Allerdings sind bei unseren Anwendungen die beiden Bedingungen meistens nicht gleich
schwer zu erfiillen. Um eine Reduktion einer Sprache L’ auf eine Sprache L zu finden, ist der
entscheidende Schritte fast immer, eine Funktion f zu finden, die der ersten Bedingung geniigt.
Haben wir erst einmal eine solche Funktion gefunden, ist diese in aller Regel auch berechenbar.
Wir sehen nun, dass die Funktion f, die wir benutzt haben, um aus einer DTM fiir die Sprache
XOR eine DTM fiir die Sprache P zu konstruieren, eine Reduktion von P auf die Sprache XOR
darstellt.

Graphisch kann die Forderung w € L' < f(w) € L wie in Abbildung 2.16 dargestellt werden.

Wir sagten, dass Reduktionen in spezieller Weise formalisieren, dass ein Problem oder eine
Sprache nicht schwerer ist als ein anderes Problem oder eine andere Sprache. Dass unsere
Definition einer Reduktion diese Forderung erfiillt, zeigt das folgende fundamentale Lemma.

Lemma 2.35 L', L C {0,1}* seien Sprachen mit L' < L mittels f.
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— wgre el

¢

w

Abbildung 2.16: Graphische Darstellung einer Reduktion f.

1. Ist L entscheidbar, so ist auch L' entscheidbar.

2. Ist L rekursiv aufzihlbar, so ist auch L' rekursiv aufzihlbar.

Beweis: Wir beweisen nur die erste Aussage des Lemmas. Die zweite folgt sehr &hnlich. Sei
M eine DTM, die L entscheidet. Weiter sei My eine DTM, die f berechnet. Ein solche DTM
muss es geben, denn f ist berechenbar. Die DTM M’ arbeite nun wie folgt:

M’ bei Eingabe w € {0,1}*:

1. Simuliere My mit Eingabe w und berechne so f(w).
2. Simuliere M mit Eingabe f(w).

3. Falls M die Eingabe f(w) akzeptiert, akzeptiere w.
4. Falls M die Eingabe f(w) ablehnt, lehne w ab.

Ersetzen wir in Abbildung 2.15 Mxor durch M und Mp durch M’, so erhalten wir eine
graphische Darstellung der Arbeitsweise von M’.

Wir zeigen nun, dass M’ die Sprache L’ entscheidet. Hierzu miissen wir zeigen

e M’ hilt bei jeder Eingabe.
e Ist w € L/, so akzeptiert M’ die Eingabe w.

o Ist w ¢ L', so lehnt M’ die Eingabe w ab.

Nun hélt M’ bei jeder Eingabe, denn My und M halten bei jeder Eingabe. Da M die Sprache
L entscheidet, gilt aukerdem

ze€L = M akzeptiert z € {0,1}*.
2¢€ L = M lehnt z € {0,1}* ab.
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Mit dieser Beobachtung, mit w € L' < f(w) € L und mit der Definition von M’ erhalten wir

wel = f(w)eL
= M akzeptiert f(w) € {0,1}*
= M’ akzeptiert w € {0,1}*
wgl = fw) gl
M lehnt f(w) € {0,1}* ab
M’ lehnt w € {0,1}* ab.

il

g

Bevor wir Reduktionen benutzen, um zu zeigen, dass Sprachen unentscheidbar sind, wollen wir
noch zwei Beispiele von Reduktionen kennenlernen, die wir spéter bei Unentscheidbarkeitsbe-
weisen benutzen.
Die Sprache

A={(M)z | M ist DTM, die die Eingabe = akzeptiert}

wird das Akzeptanzproblem genannt. Im Gegensatz zum Halteproblem muss die DTM M die
Eingabe x akzeptieren und nicht nur bei Eingabe z halten, damit (M)xz € A. Zur Erinnerung
hier noch einmal die Definition des Halteproblems (Seite 24)

H := {(M)x | M ist DTM, die gestartet mit Eingabe x hilt.}.

Wir wollen zeigen, dass sich H auf A reduzieren lisst. Wir miissen also eine berechenbare
Funktion f konstruieren, so dass fiir alle w € {0,1}* gilt w € H < f(w) € A. Um die
Funktion f zu konstruieren, unterscheiden wir zwei Typen von Worten in {0,1}*: Worte w,
die die Form w = (M)z fiir eine DTM M haben, und Worte w, die sich nicht auf diese Weise
schreiben lassen.

Sei zunéchst w = (M)x fiir eine DTM M. Zu M konstruieren wir eine DTM M, fiir die gilt

(M)x € H< (M)zx € A.

Wir werden dann f(w) = f((M)z) = (M)z setzen. Hier ist die Beschreibung der DTM M.

M bei Eingabe z € {0,1}*:

1. Simuliere M mit Eingabe z
2. Falls M Eingabe z akzeptiert, akzeptiere z.
3. Falls M Eingabe z ablehnt, akzeptiere z.

Wie gewiinscht, gilt fiir jede DTM M und die entsprechende DTM M die Aquivalenz (M)x €

H < (M)x € A. Dieses beweisen wir, indem wir
i) (M)r € H= (M)z € A.
ii) (Mz) € A= (M)x € H.
beweisen.
zu 1): Ist (M)x € H, so hillt M bei Eingabe x. Nach Definition von M wird dann die DTM
M die Eingabe x akzeptieren. Also gilt (M)x € A.
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zu i1): Ist (M)x € A, so akzeptiert die DTM M die Eingabe x. Dann aber muss M bei
Eingabe x halten. Also gilt (M)z € H.

Nun betrachten wir die Worte w, die sich nicht als (M)z schreiben lassen. All diese Worte
liegen nicht in H. Daher darf auch f(w) nicht in A liegen. Da aber in A kein Wort liegt, das
sich nicht als (M )z fiir eine DTM M schreiben lisst, kdnnen wir f(w) = w wéhlen.

Insgesamt ist nun die Funktion f, durch die H auf A reduziert werden soll, folgendermafen
definiert.

w falls w nicht von der Form (M)x fiir eine DTM M ist.

F@)=93 () falls w = (M)z fiir eine DTM M,
wobei M sich wie oben beschrieben aus M ergibt.

Um H < A mittels f zu beweisen, miissen wir zeigen
(i) we H< f(w) € A.
(ii) f, wie oben definiert, ist berechenbar.

Obwohl wir (i) eigentlich schon bewiesen haben, fassen wir die Argumentation noch einmal
zusammen. Wir miissen w € H = f(w) € Aund w ¢ H = f(w) ¢ A zeigen. Es gilt:

weH = w=(M)z, wobei die DTM M bei Eingabe x hilt.
4 f(w) = (M)z, wobei M die Eingabe z akzeptiert

= f(w)= (M) € A

wgH = w=(M)z, wobei die DTM M nicht bei Eingabe z hélt oder
w nicht von der Form (M)x fiir eine DTM M ist.
2 f(w) = (M)z, wobei M die Eingabe z nicht akzeptiert oder
f(w) = w, wobei w nicht von der Form (M)x fiir eine DTM M ist
= f(w) & A.

Hier haben wir bei a) (M)z € H = (M)x € A benutzt. Bei b) wird (M)z ¢ H= (M)x ¢ A
gebraucht.

Zu (ii) betrachten wir die folgende grobe Skizze einer DTM M.

My bei Eingabe w € {0,1}*:

1. Uberpriife, ob w = (M) fiir eine DTM M und = € {0, 1}*.

2. Falls dies nicht der Fall ist, gib w aus.

3. Falls w = (M)x, konstruiere aus M die DTM M, indem Greject durch gaccept ersetzt wird.
4. Berechne (M) und gib (M)z aus.

Im 1. Schritt suchen wir in w zunéchst die zweite Folge von 111 in w. Existiert eine solche nicht,
ist die Ausgabe von M/ die Eingabe w selber. Dann iiberpriifen wir, ob w mit 111 beginnt und
die Folge zwischen den beiden Folgen 111 eine Godelnummer ist. Ist eine dieser Eigenschaften
verletzt, ist die Ausgabe wieder w. Sonst gehen wir zum 3. Schritt. Zur Uberpriifung ob
zwischen den beiden 111-Folgen eine Gédelnummer steht, kénnen wir die DTM fiir die Sprache
Godel (siehe Seite 23) benutzen.
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Auch zu den Schritten 3 und 4 muss noch einiges gesagt werden. Wir kénnen die DTM M
aus M erhalten, indem wir in der Ubergangsfunktion fiir M alle Ubergénge in den Zustand
Qreject durch Ubergéinge in den Zustand gaccept €rsetzen. Sei die Anzahl der Zustdnde von M
genau n + 1. Dann ist Gaccept = Gn—1 Und Greject = Gn- Fir die Gédelnummern von M M
heifit die Anderung von Qaccept 1 Greject, dass wir (M) aus (M) erhalten, indem alle Codierung
0"t von Greject i Codierungen 0" von @accept dndern. Dieses kann sicherlich auf einer DTM
durchgefiihrt werden. Damit ist gezeigt, dass alle Schritte der oben skizzierten DTM M auch
wirklich auf einer DTM durchgefiihrt werden kénnen. Wir schliefen, dass f berechenbar ist.
Insgesamt haben wir gezeigt

Lemma 2.36 Das Halteproblem ldsst sich auf das Akzeptanzproblem reduzieren:

H < A.

Die Art und Weise, wie wir dieses Lemma bewiesen haben, ist typisch fiir Reduktionsbeweise.
Wir haben nicht unmittelbar die Funktion f angegeben, die die Reduktion ausfiithren soll. Viel-
mehr haben wir uns zunichst iiberlegt, wie wir aus einer DTM M eine DTM M konstruieren
kénnen, so dass bei jeder Eingabe x € {0,1}* die DTM M bei Eingabe = genau dann hélt,
wenn M die Eingabe x akzeptiert. Erst dann, und mit Hilfe der Konstruktion von M haben
wir die Funktion f definiert. In der Definition von f haben wir dann auch die Fille betrachtet,
wo das Wort w nicht von der Form (M)z ist. Dieses Testen, ob ein Wort das richtige Format
hat, ist bei fast allen Reduktionen notwendig und auch bei fast allen Reduktionen einfach
umzusetzen. Genauso einfach ist es bei den meisten Reduktionen zu zeigen, dass die Funktion
f berechenbar ist. Wir gehen daher in den meisten Beweisen nur kurz auf die Berechenbarkeit
von f ein.

Als néchstes konstruieren wir eine Reduktion des Akzeptanzproblems A auf die Sprache Useful
(siehe Seite 25). Um die Reduktion zu konstruieren, konzentrieren wir uns zunéichst auf Worte
w € {0, 1}*, die aus einer Gédelnummer (M) und einer Folge = € {0, 1}* bestehen. Wir miissen
uns iiberlegen, wie wir aus (M)x ein Paar ((M,), q) bestehend aus einer DTM M, und einem
Zustand dieser DTM konstruieren konnen, so dass M die Eingabe x genau dann akzeptiert,
wenn es eine Eingabe z fiir M, gibt, bei der M, in den Zustand ¢ geht. Wir werden nun die
naheliegende Wahl ¢ = gaccept treffen. Die DTM M, werden wir so konstruieren, dass sie bei
jeder Eingabe z € {0,1}* das Verhalten von M bei Eingabe x simuliert. Etwas genauer wird
M, folgendermafsen konstruiert

M, bei Eingabe z € {0,1}*:

1. Losche z vom Band und schreibe x auf das Band.
2. Simuliere M mit Eingabe z.

Nun gilt
<M>l‘ €cAs (<Mx>a Qaccept) € Useful.

Hierzu miissen

i) <M>l‘ €cA= (<Mx>a Qaccept> € Useful

ii) (<Mx>7Qaccept) € Useful = <M>.7} €A

gezeigt werden.
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zu 1): Akzeptiert M das Wort z, so wird M, alle z € {0, 1}* akzeptieren. Damit gibt es eine
Eingabe fiir M,, bei der M, den Zustand gaccept erreicht und ((My), gaccept) € Usetul.

zu 4t): Erreicht M, bei irgendeiner Eingabe den Zustand gaccept, S0 muss M bei Eingabe z
den Zustand gaccept erreichen, denn M, verhélt sich bei beliebiger Eingabe wie M bei
Eingabe x. Damit liegt dann (M) in der Sprache A.

Jetzt konnen wir die Reduktion f des Akzeptanzproblems auf die Sprache Useful definieren.
Es gilt

flw) = (M) Gaceept), falls w nicht von der Form (M )z ist
| ((Ma), qaccept)s falls w von der Form (M )z fiir eine DTM M ist.

Hierbei ist M™°t die DTM, die bei jeder Eingabe in den ablehnenden Zustand Qreject geht.
Aus dieser Setzung und der Aquivalenz (M)x € A < ((My), qaccept) € Useful, die wir oben
schon bewiesen haben, folgt nun fiir alle w € {0,1}*

w e A& f(w) € Useful.

Damit f eine Reduktion von A auf Useful ist, miissen wir abschlieftend noch zeigen, dass die
Funktion f berechenbar ist. Wir wissen aber bereits, dass wir mit einer DTM entscheiden
kénnen, ob eine Bitfolge eine Gédelnummer ist. Weiter kann fiir eine DTM M und eine Folge
x € {0,1}* die DTM M, und die Gédelnummer (M,) wie folgt berechnet werden. Zu den
Zustdnden von M fiigen wir noch Zustidnde hinzu, die bei beliebiger Eingabe z diese vom
Band l6schen und den Lesekopf anschliekend an den Beginn des Bandes zuriickfithren. Dann
gibt es Zustinde, die x auf das Band schreiben. Ist x = x; ...z, so gibt es fiir jedes Symbol x;
einen Zustand s;,7 = 1,...,n. Ist der aktuelle Zustand s;,7 < n — 1, so wird z; auf das Band
geschrieben und der Lesekopf nach rechts bewegt. Dann wird in den Zustand s;41 gegangen. Bei
Sp schreiben wir x,, aufs Band, gehen an den Beginn des Bandes zuriick und wechseln schliefslich
in den Startzustand der Maschine M. Die so konstruierte Maschine ist M,. Diese DTM M,
kann also recht einfach konstruiert werden. Insbesondere kann auch die Gédelnummer (My)
von M, auf einer DTM berechnet werden. Damit ist f berechenbar und wir haben gezeigt

Lemma 2.37 Das Akzeptanzproblem kann auf die Sprache Useful reduziert werden.

2.10 Nichtentscheidbarkeit und Reduktionen

Wir hatten gesagt, dass Reduktionen uns helfen werden, von Sprachen zu zeigen, dass sie
unentscheidbar sind. Dieses beruht auf dem folgenden Korollar zu Lemma 2.35

Korollar 2.38 L' L C {0,1}* seien Sprachen mit L' < L mittels f.
1. Ist L' unentscheidbar, so ist auch L unentscheidbar.
2. Ist L' nicht rekursiv aufzihlbar, so ist auch L nicht rekursiv aufzihlbar.

Beweis: Die beiden Aussagen des Korollars sind jeweils die Kontraposition der entsprechen-
den Aussage von Lemma 2.35. Hl

Man beachte die Rolle der Sprachen in den Aussagen dieses Korollars. Wollen wir von einer
Sprache L mit Hilfe dieses Korollars zeigen, dass sie nicht entscheidbar ist, so benétigen wir
eine Sprache L', von der wir bereits wissen, dass sie unentscheidbar ist. Dann muss die Sprache
L' auf L reduziert werden, um schliefen zu konnen, dass L nicht entscheidbar ist. Als erstes
zeigen wir
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Satz 2.39 Das Halteproblem H ist nicht entscheidbar.

Beweis: Wire H entscheidbar, so wire nach Satz 2.12 das Komplement H von H rekursiv
aufzihlbar. Wir konstruieren nun eine Reduktion der Sprache Diag auf H. Dann ist nach
Korollar 2.38 die Sprache H nicht rekursiv aufzihlbar, und es folgt, dass H nicht entscheidbar
ist. Hier ist zunichst eine ausfithrlichere Beschreibung der Sprache H

H:= {w € {0,1}"

Fiir jede DTM M bezeichne M die DTM, die in eine Endlosschleife geht, wenn M in den
ablehnenden Zustand greject geht. In allen anderen Situationen verhélt sich M wie M. Die
Endlosschleife von M kénnen wir etwa realisieren, indem M °° seinen Lesekopf immer weiter
nach rechts iiber sein Eingabeband bewegt. M akzeptiert dieselben Eingaben wie M. Bei
allen Eingaben jedoch, die M nicht akzeptiert, hilt die DTM M nicht. Fiir jede DTM M
gilt damit L(M) = L(M®>).

Um die Reduktion von Diag auf H zu definieren, benutzen wir die Funktion index die jeder
Folge w € {0,1}* einen Index index(w) zuordnet (siehe Seite 25). Dann ist die Reduktion f
definiert durch

w ist nicht von der Form (M)x fiir eine DTM M oder
w = (M)z fiir DTM M, die bei Eingabe = nicht hilt

f:{0,1}* = {0,1}"
W = (MiFdex () W-

index(w

Es muss gezeigt werden

w € Diag < f(w) = (Mi3gex(w)) W € H.

index

Sei also w € {0,1}* beliebig. Wir zeigen zunéchst w € Diag = f(w) = (Mﬁex(wa € H. Ist
w € Diag, so akzeptiert nach Definition der Sprache Diag die DTM Mj,qex(w) die Eingabe w
nicht. Nach Definition von M° geht diese D'TM dann bei Eingabe w in eine Endlosschleife.

index(w) -
M ex () Dl also bei Eingabe w nicht und daher gilt <M§%ex(w)>w € H.
Jetzt zeigen wir f(w) = (M‘;%ex(w)>w € H = w € Diag. Gilt (Mi‘;%ex(w)>w € H, so wird
Mi‘;faex(w) bei Eingabe w nicht halten. Dann aber akzeptiert Mipgex(w) die Eingabe w nicht.

Denn wir hatten oben argumentiert, dass fiir eine beliebige DTM M, die beiden DTMs M und
M® dieselben Eingaben akzeptieren. Akzeptiert Mi,qex(w) die Eingabe w nicht, so gilt nach
Definition der Sprache Diag wie zu zeigen ist, dass w € Diag.

Schlieflich muss noch gezeigt werden, dass die Funktion f berechenbar ist. Betrachten wir nun
die folgende DTM M.

My bei Eingabe w € {0,1}*:
1. Berechne (Migex(w))-
2. Berechne (M ) und gebe <Mi<;1°dex(w)>w aus.

index(w)

Der Index index(w), und damit die Gédelnummer von (Mi,gex(w)), im ersten Schritt kann
leicht berechnet werden, da w) = (lw)z (siehe Seite 25). Die Modifikationen an Mijgex(w)
und (Mipgex(w)) im zweiten Schritt, um Mi?l(()iex(w) und <M§l°dex(w)> zu berechnen, kénnen dann
ebenfalls leicht berechnet werden. &l

Der Beweis liefert uns
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Korollar 2.40 Die Sprache H ist nicht rekursiv aufzihlbar.

Ausserdem erhalten wir

Korollar 2.41 (i) Die Klasse der rekursiv aufzihlbaren Sprachen ist von der Klasse der
entscheidbaren Sprachen verschieden.

(11) Die Klasse der rekursiv aufzihlbaren Sprachen ist nicht gegen Komplementbildung abge-
schlossen.

Beweis:

(1) Nach Satz 2.39 ist das Halteproblem H nicht entscheidbar. Nach Satz 2.18 ist H jedoch
rekursiv aufzéhlbar. H liegt also in der Klasse der rekursiv aufzéhlbaren Sprachen, nicht
jedoch in der Klasse der entscheidbaren Sprachen.

(ii) Nach Satz 2.18 ist H rekursiv aufzéhlbar. Nach Korollar 2.40 ist jedoch das Komplement
von H nicht rekursiv aufzdhlbar.

Hl

Wir kénnen unsere Reduktionen des letzten Abschnitts benutzen, um weitere Unentscheidbar-
keitsresultate zu erhalten.

Satz 2.42 Das Akzeptanzproblem A und die Sprache Useful sind nicht entscheidbar.

Beweis: Aus Korollar 2.38, Satz 2.39 und Lemma 2.36 folgt, dass das Akzeptanzproblem
nicht entscheidbar ist. Dann folgt aus Korollar 2.38 und Lemma 2.37, dass auch die Sprache
Useful nicht entscheidbar ist. H

Als letzte Anwendung von Reduktionen wollen wir zeigen, dass auch das sogenannte Haltepro-
blem mit leerem Band Hg nicht entscheidbar ist. Hier zunéchst die Definition dieser Sprache.

Hy = {(M)| M ist DTM, die gestartet mit dem leeren Wort ¢ als Eingabe halt}
Satz 2.43 Das Halteproblem mit leerem Band Hy ist nicht entscheidbar.

Beweis: Wir zeigen, dass H auf Hg reduziert werden kann. Dann folgt aus Satz 2.39 und
Korollar 2.38 die Behauptung des Satzes.

Fiir die Reduktion von H auf Hy bendtigen wir die folgende Konstruktion einer DTM M, aus
einer DTM M und einer Folge x (siche auch Seite 42)

M, bei Eingabe 2z € {0,1}*:

1. Losche z vom Band und schreibe z auf das Band.
2. Simuliere M mit Eingabe x.

Fiir alle Eingaben z € {0,1}* verhalt sich M, also wie M bei Eingabe x. Insbesondere verhélt
sich M, bei Eingabe des leeren Wortes € wie M bei Eingabe x. Also

M halt bei Eingabe x < M, hilt bei Eingabe € (2.1)
Nun definieren wir f durch

Flw) = w falls w nicht von der Form (M)x fiir eine DTM M ist.
W= (M) falls w = (M)x fiir eine DTM M ist
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Hier ist (M) die Gédelnummer der DTM M,,. Aus (2.1) folgt
w e H < f(w) € Hop.

Wir miissen uns noch iiberlegen, dass f berechenbar ist. Dies folgt aber aus der Tatsache, dass
M, aus M und zx leicht konstruierbar ist. ]

Dieser Satz zeigt, dass das Halteproblem selbst dann noch unentscheidbar bleibt, wenn wir
immer nur fiir eine feste Eingabe wissen wollen, ob eine DTM M bei dieser Eingabe hilt. Fiir
den Satz hatten wir die feste Eingabe e gewédhlt. Wir hitten aber auch jede andere beliebige,
aber feste Fingabe wahlen konnen.

2.11 Weitere unentscheidbare Sprachen

Es gibt noch viele andere interessante unentscheidbare Sprachen. Hierzu gehoren:
{{(M) | M halt fir jede Eingabe} Totalitatsproblem
{{(M) | M hélt fiir endlich viele Eingaben} — Endlichkeitsproblem

{((M),(M")) | M und M’ akzeptieren die gleiche Sprache} — Aquivalenzproblem

Wir betrachten hier nur das Totalitdtsproblem und zeigen, dass es nicht rekursiv aufzédhlbar
ist. Der Beweis des folgenden Satzes ist etwas komplexer und trickreicher, als die Beweise, die
wir bislang gesehen haben.

Satz 2.44 Das Totalitdtsproblem ist nicht rekursiv aufzdhlbar.

Beweis: Wir zeigen, dass das Komplement des Halteproblems auf das Totalitdtsproblem
reduziert werden kann. Dann folgt der Satz aus Korollar 2.40 und Korollar 2.38. Im Weiteren
bezeichnen wir das Totalitdtsproblem mit Total.

Fiir die Reduktionen benstigen wir die folgende Konstruktionen einer DTM M) aus einer
DTM M und einer Folge = € {0, 1}*.

M) bei Eingabe z € {0, 1}*:

1. Berechne |z|.

2. Simuliere M mit Eingabe z fiir |z| Schritte.

3. Falls M wahrend der |z| Schritte hélt, gehe in eine Endlosschleife.
4. Sounst akzeptiere z.

Nun gilt fiir jede DTM M und Folge = € {0, 1}*
M hilt bei Eingabe z nicht < M®) hilt bei jeder Eingabe z € {0,1}* (2.2)
Nun definieren wir die Funktion f durch

(Mreiect)  falls w nicht von der Form (M) fiir eine
flw):= DTM M ist,
(M@®)  falls w = (M)z fiir eine DTM M ist
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Hierbei ist Mreect die DTM, die bei jeder Eingabe sofort in den Zustand greject geht, insbe-
sondere als bei jeder Eingabe hélt. Damit und aus ( 2.2) gilt fiir alle w € {0,1}*

w € H & f(w) € Total.
Da f auch berechenbar ist, ist f die gewiinschte Reduktion von H auf Total. ]|

Die Unentscheidbarkeit des Endlichkeitsproblems und des Aquivalenzproblems sind ein di-
rektes Korollar des folgenden Satzes von Rice. Gleiches gilt fiir viele weitere Probleme, die
Aussagen iiber das Verhalten von Turingmaschinen oder iiber Eigenschaften der von ihnen
berechneten Funktion machen,

Satz 2.45 (Satz von Rice) Sei R die Menge aller (partiellen) berechenbaren Funktionen
(d. h. Funktionen der Form f : U — {0,1}* fir eine Teilmenge U C {0,1}*, fir die es eine
DTM gibt, die f berechnet) und S C R. Dann ist die Sprache

L(S) :={(M) | M berechnet eine Funktion aus S}

nicht entscheidbar genau dann wenn S eine nichttriviale Teilmenge von R ist, d.h. S # R

und S # (.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass wenn S = R oder S # () ist, L(S) entscheidbar ist.
Angenommen, S = R. Dann ist L(S) die Menge aller Gédelnummern von Turingmaschinen
und damit gleich der Sprache Goédel, die wir in Kapitel 2.6.2 kennengelernt haben. Also ist
wegen Lemma 2.16 L(S) entscheidbar. Falls S = ), dann ist L(S) leer und damit offensichtlich
auch entscheidbar, da hier eine DTM ausreicht, die alle Eingaben ablehnt.

Als Néchstes zeigen wir, dass wenn S eine nichttriviale Teilmenge von R ist, dann L(.S) nicht
entscheidbar ist. Sei f,4 die tiberall nicht definierte Funktion (d.h. U im Satz von Rice ist
leer). Zundchst nehmen wir an, dass fp,q € S. Wir zeigen dann, dass Hy < L(5).

Sei g eine beliebige Funktion in R\ S. Sei M eine DTM, die g berechnet, und M,,4 eine DTM,
die fnq berechnet. Wir betrachten nun die folgende DTM N (M).

N(M) bei Eingabe y € {0,1}*:

1. Simuliere M gestartet mit e.
2. Falls M hélt, simuliere M gestartet mit y

Weiterhin definieren wir die Funktion

fz) = {(N(M)> falls x = (M) fiir eine DTM M
o (M) sonst

Offensichtlich ist f berechenbar. Wir zeigen nun: z € Hy < f(x) € L(S).
=: Falls © € Hy, dann ist x = (M) fiir eine DTM M und M hélt bei Eingabe €. In diesem Fall
ist f(z) = (N(M)) fiir eine DTM N (M), die g berechnet. Da g ¢ S, ist damit (N(M)) & L(S).
<: Falls x € Hy, unterscheiden wir zwischen zwei Féllen. Ist x nicht von der Form = = (M)
fiir eine DTM M, dann ist f(z) = (Myq). Da fnq € S, ist damit f(x) € L(S). Ist x = (M) fiir
eine DTM M, die bei Eingabe € nicht hélt, dann ist f(z) = (N(M)) fiir eine DTM N (M), die
fiir keine Eingabe hélt und damit die Funktion f,,4 berechnet. Daraus folgt, dass f(z) € L(S).

Wir haben also gezeigt, dass Hy < L(S). Da Hy nicht entscheidbar ist, ist damit auch L(S)
nicht entscheidbar und daher L(.S) nicht entscheidbar.
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Schlieflich miissen wir noch den Fall betrachten, dass fn,q ¢ S. Hier kénnen wir zeigen, dass
Hy < L(S). Der Beweis ist eine Ubung. =]

Beispiel 1: Wenn wir als S die Menge aller totalen berechenbaren Funktionen wihlen, liefert
uns der Satz von Rice die Unentscheidbarkeit des Totalitdtsproblems.

Beispiel 2: Sei f eine berechenbare Funktion. Sei S = {f}. Diese Menge erfiillt die Voraus-
setzungen des Satzes von Rice. Also ist die Sprache

L(f) :== {(M) | M berechnet f}

nicht entscheidbar. Soll also eine DTM M (oder ein Programm) entworfen werden, dass die
Funktion f entscheidet, so ist es nicht moglich, zu verifizieren, ob die DTM M das Gewiinschte
leistet, ndamlich f bei allen Eingaben berechnet.
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Kapitel 3

Zeitkomplexitat und die Klasse P

In diesem Kapitel werden wir formal die Zeitkomplexitit eines Algorithmus und einer Tu-
ringmaschine definieren. Wir werden dann die Klasse P der in Polynomialzeit entscheidbaren
Sprachen definieren.

3.1 Motivation, Uberblick und einfiihrende Beispiele

Ein Problem, das entscheidbar und damit prinzipiell auf einem Computer l6sbar ist, kann in
der Praxis nur schwer oder fast gar nicht lsbar sein. Bendtigt jeder Algorithmus zur Losung
eines Problems sehr viel Zeit und/oder sehr viel Speicher, so ist ein Problem praktisch auf
einem Computer nicht 16sbar. Sind wir also an der praktischen und nicht nur der prinzipiellen
Losbarkeit eines Problems interessiert, miissen wir untersuchen, ob es zeit- und speichereffizi-
ente Algorithmen fiir ein Problem gibt. Ziel der Komplexitétstheorie ist es daher, Probleme
entsprechend ihrer zeit- oder speichereffizienten Losbarkeit zu klassifizieren.

Fiir eine solche Klassifizierung benétigen wir zunéchst einmal ein geeignetes Mafk fiir den Zeit-
und Speicherbedarf eines Problems. Hierzu werden wir wieder Turingmaschinen nutzen, die
uns ein geeignetes Mafs liefern werden. Dann werden wir definieren, was unter einer effizienten
Losung eines Problems zu verstehen ist. Das fithrt auf die Klasse P aller Probleme, die sich
in Polynomialzeit 16sen lassen. Wir werden sehen, dass die Klasse P unabhingig ist vom
Rechnermodell, das wir zugrunde legen.

Wir werden dann feststellen, dass es viele interessante Probleme gibt, von denen nicht bekannt
ist, ob sie in P liegen oder nicht. Unter diesen gibt es einige, die eine wesentliche Eigenschaft
gemeinsam haben. Bei diesen Problemen ist es zwar mdglicherweise schwierig, eine Losung zu
finden, aber es ist relativ einfach zu iiberpriifen, ob eine gefundene Losung korrekt ist. Um diese
Eigenschaft prézise zu fassen, fithren wir die Klasse NP und die nichtdeterministischen Tu-
ringmaschinen ein. Schlieklich kommen wir dann zum Begriff der NP-Vollstandigkeit. Dieser
Begriff charakterisiert die schwierigsten Probleme in der Klasse NP. Um dabei die Schwierig-
keit von Problemen miteinander vergleichen zu kénnen, kommen wir zuriick zum Begriff der
Reduktionen, den wir schon im Zusammenhang mit der Berechenbarkeit kennengelernt haben.
Wir werden den Begriff der Reduktion zu Polynomialzeitreduktionen verfeinern. Es wird sich
herausstellen, dass die NP-vollstdndigen Probleme, obwohl aus den verschiedensten Bereichen
kommend, in einem wohldefinierten Sinn alle gleich schwer sind. Insbesondere hat ein beliebiges
der NP-vollstdndigen Probleme genau dann eine effiziente Losung, wenn alle NP-vollstidndigen
Probleme eine effiziente Losung besitzen.

Unter den NP-vollstdndigen Problemen befinden sich viele praktisch relevante. Die Theorie
der NP-Vollstédndigkeit sagt uns, dass diese Probleme aller Voraussicht nach nicht effizient
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gelést werden konnen. Da diese Probleme aber in der Praxis immer wieder auftauchen, miis-
sen sie trotzdem irgendwie geldst werden. Dieses wird uns zu Heuristiken und sogenannten
Approzimationsalgorithmen fiihren.

Zum Abschluss dieses Uberblicks wollen wir uns einige Beispiele anschauen, um einen Eindruck
zu bekommen, wann Probleme noch effizient 16sbar sind. Wir beginnen mit Beispielen, die aus
der Vorlesung “Datenstrukturen und Algorithmen” bekannt sind.

Beispiel 1 Gegeben sind n natiirliche Zahlen aq, as, ..., a,. Gesucht ist das (oder ein) mi-
nimales Element unter diesen n Zahlen. In “Datenstrukturen und Algorithmen” haben Sie
gelernt, dass dieses Problem durch einen Algorithmus gelést werden kann, der genau n — 1
Vergleiche durchfiihrt. In der O-Terminologie, die ebenfalls aus “Datenstrukturen und Algo-
rithmen” bekannt ist (kurze Wiederholung unten), benétigt der Algorithmus O(n) Vergleiche.
Dieses ist sicherlich eine effiziente Losung zur Bestimmung des Minimums von n Zahlen.

Beispiel 2 Wiederum sind n natiirliche Zahlen aq, ..., a, gegeben. Diesmal sollen die Zahlen
aufsteigend sortiert werden. Eine Moglichkeit, dieses Problem zu l6sen, ist es, n — 1-mal ein
Minimum auszurechnen. Dieses fiihrt zu einem Algorithmus der O(n?) Vergleiche benétigt. Sie
haben aber im zweiten Semester bereits gehort, dass Algorithmen wie Quicksort oder Heapsort
nur O(nlog(n)) Vergleiche benétigen, um n Zahlen zu sortieren. Auch dieses sind effiziente
Lésungen des Sortier-Problems

Beispiel 3 Das folgende Problem nennt man das Problem des Handlungsreisenden, abgekiirzt
TSP nach dem englischen Titel Traveling Salesman Problem. Hierbei sind n Stadte s1,..., s,
gegeben, sowie Distanzen d;;, 1 <7 < j < n, zwischen je zwei Stadten. Ein Handlungsreisender
mochte beginnend und endend in s; alle Stddte genau einmal besuchen. Dabei méchte er eine
moglichst geringe Strecke zuriicklegen. Anders formuliert, der Handlungsreisende mdchte eine
Rundreise mit minimaler Linge durch alle Stadte s; finden.

Wie kann eine solche Rundreise minimaler Lange bestimmt werden? Hier ist eine einfache
Losung. Fiir alle moglichen Rundreisen bestimme man ihre Linge und wihle dann unter
diesen eine Rundreise minimaler Linge aus. Um den Aufwand, den dieser Ansatz erfordert,
abzuschétzen, miissen wir zunéchst bestimmen, wie viele mogliche Rundreisen es gibt. Wir
sagten, der Handlungsreisende mdchte in s; seine Reise beginnen und beenden. Fiir die zweite
Stadt auf der Rundreise gibt es nun n — 1 Mdglichkeiten, ist die zweite Stadt festgelegt, gibt
es filir die dritte Stadt der Rundreise noch n — 2 Moglichkeiten. Allgemein, sind die ersten ¢ — 1
Stadte der Rundreise festgelegt, gibt es fiir die i-te Stadt auf der Rundreise noch n — i 41
Mboglichkeiten. Insgesamt gibt es damit (n — 1)(n —2)---2-1 = (n — 1)! viele verschiedene
Rundreisen. Fiir all diese Rundreisen muss die Lange berechnet werden, die sich als Summe
von n Distanzen ergibt. Dann muss unter den (n — 1)! vielen Lingen der Rundreisen eine
minimaler Linge bestimmt werden. Der Aufwand den dieser Ansatz bendétigt ist sicherlich
mindestens (n — 1)!. Schon fiir relativ wenige Stddte ist dieser Ansatz nicht mehr praktisch
durchfiihrbar. Nun hatten wir aber ja schon beim Sortieren gesehen, dass der erste Ansatz
nicht unbedingt der beste sein muss. Also, gibt es auch beim Problem des Handlungsreisenden
eine bessere Losung als alle Rundreisen durchzuprobieren? Die Antwort ist, dass es vermutlich
keinen wesentlich besseren Ansatz geben kann. Im Laufe der Vorlesung werden wir sehen, was
sich hinter den Worten “vermutlich” und “wesentlich besser” genauer verbirgt.

Beispiel 4 Dieses Problem wird das Rucksackproblem genannt. Gegeben sind n Gegenstan-
de, die wir mit 1,2, ..., n nummerieren. Der i-te Gegenstand hat Gewicht ¢g; und Wert w;. Ein
Dieb mochte eine Teilmenge der Gegenstande mit moglichst grofem Gesamtwert mitnehmen,
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kann aber in seinem Rucksack nur Gegenstinde vom Gesamtgewicht GG transportieren. Wel-

che Teilmenge S der Gegenstidnde 1,...,n sollte er mitnehmen? In Formeln, gesucht ist eine
Teilmenge S C {1,...,n}, so dass Zgi < G ist und Zwi moglichst grof ist.
i€S €S

Ein erster Ansatz besteht wie beim Problem des Handlungsreisenden wiederum darin, alle
moglichen Losungen durchzuprobieren und die beste zu nehmen. In diesem Fall bedeutet das,
fiir alle Teilmengen S von {1,...,n} das Gesamtgewicht und den Gesamtwert der Gegen-
stdnde in der Teilmenge zu berechnen. Unter den Teilmengen, deren Gesamtgewicht G nicht
iberschreitet, wird dann eine ausgewahlt, deren Gesamtwert mdoglichst grof ist.

Der Aufwand fiir diesen Ansatz ist mindestens so grof wie die Anzahl der Teilmengen S von
{1,...,n}. Hiervon gibt es genau 2" viele. Damit ist der Ansatz schon fiir n = 100 nicht mehr
durchfiihrbar. Wiederum kénnen wir fragen, ob es nicht einen besseren Ansatz zur Lésung
des Problems gibt. Beim Rucksackproblem gibt es viele andere Ansdtze, aber wirklich effizient
ist keiner. Stattdessen werden wir sehen, dass das Rucksackproblem und das Problem des
Handlungsreisenden in gewisser Hinsicht gleich schwer sind. Beide Probleme sind ndmlich NP-
hart, und damit mindestens so schwer wie ein beliebiges NP-vollstédndiges Problem.

In den folgenden Tabellen haben wir einmal die Laufzeiten fiir unsere vier Beispielprobleme
miteinander verglichen. Wir haben auch den Sortieralgorithmus mit Laufzeit O(n?) aufgenom-
men. In der ersten Tabelle haben wir angenommen, dass unser Computer 1000 Operationen
pro Sekunde ausfithren kann. Dies mag wenig erscheinen, aber selbst wenn wir 107 Operatio-
nen pro Sekunde annehmen wiirden, sihen die letzten Zeilen der Tabelle dhnlich aus. Wichtig
sind nicht so sehr die absoluten Zahlen, sondern die Beobachtung, dass bei Laufzeiten wie 2"
oder n! zusétzliche Rechenzeit nur wenig an der Gréfe der noch zu l6senden Eingabeinstanzen
dndert. Gleiches gilt natiirlich fiir zusétzliche Rechenleistung statt zusétzlicher Rechenzeit.
Um diesen Punkt deutlicher zu machen, haben wir in der zweiten Tabelle dargestellt, was eine
Erhohung der Rechenzeit (oder Rechenleistung) um den Faktor 10 fiir die Grofke der noch zu
l6sende Eingabeinstanzen bedeutet.

T(n) | Maximale Grofe von n bei vorgegebener Rechenzeit von

0,01 Sekunden 1 Sekunde 1 Minute 1 Stunde
n 10 1000 60 000 3600 000
nlogn 4 140 4893 204 094
n? 3 31 244 1897
2" 3 9 15 21
n! 3 6 8 9

Maximale Eingabeldnge
T(n) | vor nach | Bemerkungen
Erhéhung der
Rechengeschwindigkeit

n m 10-m

nlogn | m (fast)10 - m
n? m 3.16-m 10172 ~ 3.16
2" m m+ 3.3 log10 ~ 3.3
n! m ~m

Unser Vergleich der Laufzeiten der vier Beispielprobleme ist natiirlich nicht ganz zuléssig. In
den ersten beiden Beispielen haben wir die Anzahl der Vergleiche gezéhlt, die ein Algorithmus
zur Lésung des Minimums- bzw. des Sortierproblems braucht. Beim Problem des Handlungs-
reisenden und beim Rucksackproblem hingegen waren es auch arithmetische Operationen, die
wir bei einer genauen Analyse der Algorithmen hitten zdhlen miissen. Um die Effizienz von
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Problemlésungen und Algorithmen miteinander vergleichen zu kénnen, brauchen wir ein ein-
heitliches Kostenmaf fiir Algorithmen. Gliicklicherweise kennen wir schon Turingmaschinen,
die uns ein solches Kostenmaf liefern werden. Mit Hilfe von Turingmaschinen werden wir auch
formalisieren kénnen, was es fiir zwei Probleme heifst, im wesentlichen gleich schwer zu sein.

3.2 O-Notation
Hier sind noch einmal kurz die wichtigsten Notationen zur Gréfenordnung zusammengefasst.

1. f=0(9) < 3e>0Ing e NVn >ng: f(n) <c-g(n).
Man sagt: f wichst asymptotisch hochstens so schnell wie g.

2. f=9(g) & g=0(f).
Man sagt: f wichst mindestens so schnell wie g.

3. f=0(g9) ©g=0(f) und f = O(g).
Man sagt: f und g wachsen asymptotisch gleich schnell.

4. f=o0(9) ©Ve>03ng € NVn >ng: f(n) <c-g(n).
Man sagt: f wichst asymptotisch langsamer g.

5. f=wlg) & g=o(f).
Man sagt: f wichst asymptotisch schneller als g.

3.3 Zeitkomplexitit einer Turingmaschine

Um die Laufzeit von Algorithmen und Turingmaschinen vergleichen zu kénnen, fithren wir als
einheitliches Kostenmall die Rechenschritte einer Turingmaschine ein (zu den Details von Tu-
ringmaschinen sieche Abschnitt 2.1). Wir werden jetzt wieder Turingmaschinen mit beliebigem
Eingabe- und Bandalphabet betrachten.

Definition 3.1 Sei M = (Q,>,I',0) eine DTM, die bei jeder Eingabe hilt.

o Fiir w € ¥* ist Tps(w) definiert als die Anzahl der Rechenschritte von M bei Eingabe
w.

e Fir n € IN ist
T (n) := max{Ty(w) | w € X"}

e Die Funktion Ty : IN — IN heikt die Zeitkomplexitit oder Laufzeit der DTM M.

Man beachte, dass wir die Zeitkomplexitit nur fiir DTMs definiert haben, die immer halten.
Eine DTM, die bei einigen Eingaben nicht hélt, hat keine Zeitkomplexitit oder Zeitkomplexitat
0o. Zur Erinnerung: <" enthilt alle Worter aus X*, die aus hochstens n Zeichen von ¥
bestehen. Tjs(n) ist also definiert als die maximale Anzahl der Rechenschritte der DTM M
bei einer Eingabe der Lange hichstens n. Damit ist sichergestellt, dass die Zeitkomplexitdt
oder Laufzeit einer DTM stets eine monoton wachsende Funktion ist.

Wir sagen auch, dass die DTM M Laufzeit oder Zeitkomplezitat O(f(n)) hat, wenn gilt

Ta(n) = O(f(n)).
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Beispiel: Als erstes Beispiel wollen wir uns eine DTM anschauen, die die Sprache L :=
{0"1™ | n > 1} entscheidet. Eine solche DTM hatten wir schon in Abschnitt 2.1 auf Seite 8
kennengelernt. Dabei hatten wir die DTM detailliert beschrieben. Wir werden nun die Laufzeit
dieser DTM analysieren. Dabei werden wir allerdings nicht die exakte formale Beschreibung der
DTM unserer Analyse zugrunde legen. Vielmehr werden wir eine informelle Beschreibung der
DTM benutzen. Diese Beschreibung sollte einerseits prézise genug sein, um eine genaue Analyse
zu erlauben. Andererseits sollte die Beschreibung Implementierungsdetails, die fiir die Analyse
unwichtig sind, unterdriicken. Wir werden im weiteren Verlauf der Vorlesung ausschlieflich mit
solchen Beschreibungen von DTMs arbeiten und auf die formale Beschreibung stets verzichten.
Hier ist nun die Beschreibung einer DTM My, die L := {0™1" | n > 1} entscheidet.

M bei Eingabe w € {0,1}* :

1. Durchlaufe die Eingabe. Falls eine 0 nach einer 1 auftaucht,
lehne ab. Sonst gehe zum Beginn des Bandes zuriick.

2. Wiederhole den folgenden Schritt, solange noch eine 0 und eine 1
auf dem Band steht.

3. Durchlaufe das Band und streiche die erste 0 und letzte 1 auf dem
Band. Gehe zum Beginn des Bandes zuriick.

4. Falls noch eine 0, aber keine 1 oder noch eine 1, aber keine 0 mehr
auf dem Band steht, lehne ab. Sonst akzeptiere.

Wie angekiindigt fehlen in dieser Beschreibung viele Details. Wir haben nicht gesagt, wie
Symbole gestrichen werden sollen. Eine Méglichkeit ist es, Eingabesymbole durch einen Blank
zu ersetzen. Im 4. Schritt haben wir iiberhaupt nicht gesagt, wie das angegebene Ziel zu
erreichen ist. Dieses werden wir in Zukunft hidufig in Fillen machen, wo klar sein sollte, wie
das angegebene Ziel zu erreichen ist. Im Fall der DTM M; etwa muss im 4. Schritt noch einmal
iiber die Symbole auf dem Band gegangen werden.

Zunichst einmal iiberlegen wir uns, dass die DTM M; die Sprache L; wirklich entscheidet.
Dazu wird im 1. Schritt zunichst iiberpriift, dass die Eingabe von der Form 0¥1™ ist. Die
restlichen Schritte stellen dann sicher, dass nur Eingaben, bei denen zusétzlich k = m gilt,
akzeptiert werden.

Um die Laufzeit dieser DTM zu analysieren, werden wir die Laufzeit des 1. und 4. Schrittes
getrennt analysieren. Die Laufzeit des 2. und 3. Schrittes analysieren wir zusammen.
Nehmen wir an, die Eingabe w habe Lange n. Zur Durchfiihrung des 1. Schrittes muss einmal
iiber die komplette Eingabe der Linge n gegangen werden. Wird in diesem Schritt nicht abge-
lehnt, muss dann noch an den Beginn des Bandes zuriickgegangen werden. Beides zusammen
kann mit 2n = O(n) Rechenschritten erreicht werden.

Nun die Analyse vom 2. und 3. Schritt zusammen. Da bei jedem Durchlauf des 3. Schritts genau
zwei Symbole gestrichen werden, stellt die Abbruchbedingung des 2. Schritts sicher, dass der
3. Schritt hochstens n/2 mal durchlaufen wird. Jeder Durchlauf des 3. Schritts benttigt wie
der erste Schritt hochstens 2n Rechenschritte. Daher benétigen die Schritt 2 und 3 gemeinsam
hochstens n? = O(n?) viele Rechenschritte.

Wie oben bereits gesagt, muss zur Realisierung des 4. Schrittes noch einmal iiber die Symbole
auf dem Band der DTM M; gegangen werden, um festzustellen, ob noch Oen oder len auf dem

Band verblieben sind. Dieses erfordert wiederum n = O(n) Rechenschritte. Insgesamt bendstigt
die DTM M; also bei einer Eingabe der Linge n hdchstens O(n) + O(n?) + O(n) = O(n?)
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viele Rechenschritte. Wir sagen, dass die Sprache L zu den in quadratischer Zeit entscheidbaren
Sprachen gehort.

Definition 3.2 Sei ¢ : IN — IN eine monoton wachsende Funktion. Die Klasse DTIME(¢(n))
ist definiert als

o L ist eine Sprache, die von einer DTM mit Laufzeit
DTIME(#(n)) = {L‘ O(t(n)) entschieden wird. } '
In dieser Definition haben wir uns auf Sprachen beschrinkt. Die Einschriankung auf Sprachen
geschieht wie in Kapitel 2 ausschlieklich zur Vereinfachung. Wir sagen von Problemen anderer
Art, etwa, Optimierungsproblem wie dem Rucksackproblem und dem Problem des Handlungs-
reisenden im einfiihrenden Kapitel, dass sie in Zeit O(t(n)) losbar sind, wenn es eine DTM
mit Laufzeit O(t(n)) gibt, die das Problem 16st.
Die DTM M; zeigt nun L € DTIME(n?). Wie aber die niichste DTM zeigt, gibt es eine DTM
geringerer Zeitkomplexitét, die L ebenfalls entscheidet.

M, bei Eingabe w € {0,1}* :

1. Durchlaufe die Eingabe. Falls eine 0 nach einer 1 auftaucht,
lehne ab. Sonst gehe zum Beginn des Bandes zuriick.

2. Wiederhole die folgenden beiden Schritte, solange noch eine 0 und
eine 1 auf dem Band steht.

3. Durchlaufe das Band und stelle dabei fest, ob die Anzahl
von Oen und und die Anzahl der len auf dem Band beide gerade oder beide
ungerade sind. Ist dieses nicht der Fall, lehne ab, sonst gehe
zum Beginn des Bandes zuriick.

4. Durchlaufe das Band und streiche jede zweite 0 und jede zweite 1,
beginne dabei mit der ersten 0 bzw. 1.

5. Falls noch eine 0, aber keine 1 oder noch eine 1, aber keine 0
mehr auf dem Band steht, lehne ab. Sonst akzeptiere.

Wiederum miissen wir uns als erstes {iberlegen, dass die DTM M, die Sprache L entscheidet.
Wie bei DTM M stellt der 1. Schritt sicher, dass die Eingabe von der Form 0¥1™ ist. Nun
stellt der 3. Schritt sicher, dass vor jedem Durchlauf des 4. Schritts, die Anzahl der Oen und
die Anzahl der len, die auf dem Band verblieben sind, entweder beide gerade oder beide
ungerade sind. Nehmen wir nun an, dass die Eingabe akzeptiert wird. Der 5. Schritt stellt
dabei sicher, dass keine Oen oder len nach den ersten vier Schritten auf dem Band verblieben
sind. Setzen wir nun gerade := 0 und ungerade := 1, so iiberlegt man sich, dass die Folge
von gerader /ungerader Anzahl von verbliebenen Oen bzw. len gerade die Binédrdarstellung
der Anzahl von Oen und len in der Eingabe ist, beginnend jeweils mit dem untersten Bit.
Als Beispiel betrachten wir die Eingabe 0'3113. Als Folge von verbliebenen 0/len auf dem
Band vor Durchlauf vom 4. Schritt erhalten wir 13,6, 3, 1. In ungerade/gerade bedeutet dieses
ungerade, gerade, ungerade, ungerade. Als Folge von 0/len erhalten wir somit 1011. Dieses
ist, gelesen von links nach rechts, die Bindrdarstellung von 13 =1-14+0-2+1-4+1-8.
Insgesamt stellt die D'TM My also sicher, dass die Bindrdarstellungen der Anzahl von Oen und
der Anzahl von len in der Eingabe iibereinstimmt und auferdem alle Nullen vor den Einsen
stehen. My entscheidet somit L.
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Nun die Analyse der Laufzeit von Ms. Der 1. Schritt von My bend&tigt wie der 1. Schritt von
M 2n Rechenschritte. Der 5. Schritt von My benétigt wie der 4. Schritt von M; ebenfalls ge-
nau 2n Rechenschritte. Nun die Analyse der Schritte 2, 3 und 4. Im 4. Schritt werden jeweils
mindestens die Hélfte aller verbliebenen Oen und len gestrichen. Damit stellt die Abbruch-
bedingung des 2. Schritts sicher, dass die Schritte 3 und 4 nur 1 + log(n)-mal durchlaufen
werden. Der Logarithmus ist hier, wie auch im Rest der Vorlesung jeweils zur Basis 2. Der
3. und 4. Schritt bendtigen jeweils 2n Rechenschritte. Damit erhalten wir fiir die Schritte 2-4
insgesamt O(n log(n)) Rechenschritte. Die Zeitkomplexitdt der DTM My ist somit O(nlog(n))
und L € DTIME(nlog(n)).

Geht es vielleicht noch besser? Gibt es eine DTM mit Laufzeit o(nlog(n)), die L entscheidet?
Diese Frage muss verneint werden. Es kann ndmlich gezeigt werden, dass jede Sprache, die
durch eine DTM mit Laufzeit o(nlog(n)) entschieden werden kann, reguldr ist und L nicht
regulér ist. Die DTM M, ist also in gewisser Weise die optimale (1-Band) DTM fiir L.

Nimmt man hingegen eine 2-Band DTM, so kann man L mit einer DTM der Zeitkomplexitit
O(n) entscheiden. Hierbei ist ein Rechenschritt einer Mehrband DTM wiederum die einmalige
Anwendung der Ubergangsfunktion der DTM (zu Details von Mehrband Turingmaschinen
sieche Abschnitt 2.3). Die Laufzeit oder Zeitkomplexitit einer Mehrband DTM ist dann wie
bei einer 1-Band DTM erklért. Hier ist jetzt eine 2-Band DTM mit Laufzeit O(n), die L
entscheidet.

M3 bei Eingabe w € {0,1}* :

1. Durchlaufe die Eingabe. Falls eine 0 nach einer 1 auftaucht,
lehne ab. Sonst gehe zum Beginn des Bandes zuriick.

2.  Durchlaufe das Band bis zur ersten 1. Kopiere dabei die Oen auf
das zweite Band.

3.  Gehe auf Band 1 bis ans Ende der Eingabe. Fiir jede 1
streiche eine 0 auf Band 2. Steht dabei zu irgendeinem Zeitpunkt
keine 0 mehr auf Band 2 zur Verfiigung, lehne ab.

4. TIst keine 0 mehr auf Band 2, wenn das Ende der Eingabe auf
Band 1 erreicht ist, akzeptiere, sonst lehne ab.

Es sollte klar sein, dass die DTM M3 die Sprache L entscheidet. Jeder einzelne Schritt der
DTM M3 erfordert O(n) Rechenschritte. Damit ist M3 eine 2-Band DTM mit Laufzeit O(n).
Mehrband DTMs konnen also beweisbar schneller Sprachen entscheiden als 1-Band DTMs, da
jede 1-Band DTM fiir L eine Laufzeit von 2(nlog(n)) hat. Mit einer Mehrband DTM kann
aber L in Zeit O(n) entschieden werden. Allerdings gilt

Satz 3.3 Seit : IN — IN eine monoton wachsende Funktion mit t(n) > n fir alle n. Je-
de Mehrband DTM mit Laufzeit t(n) kann durch eine 1-Band DTM mit Laufzeit O(t(n)?)
stmuliert werden.

Zum Beweis dieses Satzes muss man nur zu unserer Simulation einer Mehrband DTM durch
eine 1-Band DTM im Beweis von Satz 2.8 auf Seite 16 zuriickgehen. Analysiert man die
Laufzeiten der zu simulierenden Mehrband DTM und der simulierenden 1-Band DTM, so
erhdlt man Satz 3.3. Der Satz sagt, dass eine Mehrband DTM fiir eine Sprache hdchstens
quadratisch schneller sein kann als jede 1-Band DTM fiir dieselbe Sprache.
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3.4 Die Klasse P

Satz 3.3 zeigt, dass die folgende Definition eines effizient 16sbaren Problems von dem zugrunde
gelegten Rechenmodell (1-Band DTM, Mehrband DTM) weitgehend unabhéngig ist.

Definition 3.4 Die Klasse P ist definiert als

P = | J DTIME(n").
kelN

In Worten: P ist die Klasse aller Sprachen L, fiir die es ein festes, aber beliebiges k und eine
(1-Band-)DTM M mit Laufzeit O(n*) gibt, die L entscheidet. P ist die Klasse der Sprachen,
die in polynomieller Zeit entschieden werden koénnen.

Wie oben schon angedeutet, folgt aus Satz 3.3, dass sich die Klasse P nicht dndert, wenn wir in
Definition 3.4 Mehrband Turingmaschinen als Berechnungsmodell zugrunde legen. Ublicher-
weise wird sogar davon ausgegangen, dass jedes “verniinftige” Rechenmodell zur selben Klasse
von Sprachen fiihrt, die in polynomieller Zeit geldst werden kénnen. Allerdings kann es sein,
dass sich diese Vermutung als falsch herausstellt, da noch nicht klar ist, ob Quantencomputer
Probleme in polynomieller Zeit 16sen kénnen, die klassische Computer nicht in polynomieller
Zeit 16sen konnen. Fin Kandidat dafiir wére z.B. das Primfaktorisierungsproblem, welches von
einem Quantencomputer in polynomieller Zeit gelost werden kann, aber fiir das es noch unklar
ist, ob das auch fiir klassische Computer méglich ist.

Die Klasse P stellt fiir uns die Klasse der effizient entscheidbaren Sprachen dar. Allgemeiner
werden wir jedes Problem als effizient 16sbar bezeichnen, das sich durch eine DTM mit Laufzeit
O(n*) 16sen lisst.

Fiir unsere Wahl von P als der Klasse der effizient 16sharen Probleme gibt es im wesentlichen
drei Griinde.

1. P ist eine mathematisch robuste Klasse.

2. Probleme, die nicht in P liegen, lassen sich in der Praxis nicht effizient 16sen. Probleme,
die in P liegen, lassen sich h&ufig auch in der Praxis effizient 16sen.

3. Die Klasse P fiihrt zu einer Theorie, die sowohl praktisch als auch theoretisch interessante
und relevante Ergebnisse liefert.

Zum ersten Grund: Die Klasse der effizient 16sbaren Probleme sollte vom Rechnermodell weit-
gehend unabhéngig sein. Wie wir gesehen haben, ist dieses zumindest fiir Turingmaschinen
(sowie alle klassischen Rechnermodelle) der Fall. Weiter sollten wir DTMs, die effizient sind,
miteinander kombinieren kénnen, um immer noch eine effiziente DTM zu erhalten. Bei unserer
Definition einer effizienten D'TM als einer DTM, deren Laufzeit durch ein Polynom beschrinkt
ist, ist diese Forderung erfiillt.

Zum zweiten Grund: Fiir die meisten Probleme, die nicht in P liegen, oder von denen wir nicht
wissen, ob sie in P liegen, haben die besten bekannten Algorithmen h#ufig eine Laufzeit der
Form 2". In den Tabellen des vorangegangenen Kapitels haben wir gesehen, wie eine solche
Laufzeit sich etwa zu einer Laufzeit n? verhilt. Insbesondere haben wir gesehen, dass mit
wachsender Eingabegrdfie Probleme, deren Losung Laufzeit 2™ bendtigt, sehr viel schneller

nicht mehr 16sbar sind als Probleme, deren Losung Laufzeit n? benotigt.

Aber in P lassen wir auch Sprachen zu, die von einer DTM mit Laufzeit n'%% entschieden

werden. Ein Algorithmus dieser Laufzeit ist in der Praxis sicherlich nicht brauchbar. Die Be-
hauptung, eine Sprache, die von einer DTM mit Laufzeit n'%°% entschieden wird, sei effizient
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16sbar, scheint kaum gerechtfertigt zu sein. In der Praxis ist es aber hiufig so, dass fiir Spra-
chen, von denen bekannt ist, dass sie in P liegen, bald auch DTMs oder Algorithmen bekannt
sind, die diese Sprachen entscheiden und deren Laufzeit durch ein kleines Polynom wie n? oder
n?® beschrinkt ist. Zusammenfassend kann man sagen, dass Probleme, die nicht in P liegen,
auch in der Praxis nicht effizient gelost werden kdnnen. Auferdem kénnen Probleme, die in P
liegen, meistens auch in der Praxis effizient gel6st werden.

Den dritten oben angefiihrten Grund fiir die Definition von P auszufiihren, ist Ziel und Inhalt
des néchsten Teils der Vorlesung.

Als néchstes wollen wir uns Beispiele fiir Sprachen in P anschauen. Hier, wie auch spéter,
wollen wir die Sprachen halbformal beschreiben. Da wir aber die Zeitkomplexitéit als Funktion
der Eingabegrofse definiert haben, miissen wir zunéchst diskutieren, wie wir Eingaben kodieren
wollen. Solche Kodierungen sollten es einerseits ermoglichen, die wichtigsten Eigenschaften der
Eingabe effizient zu ermitteln, andererseits sollte eine solche Kodierung aber auch moglichst
kurz sein. Gliicklicherweise werden wir uns in dieser Vorlesung hauptsédchlich mit Problemen
iiber Graphen und Zahlen beschiftigen, so dass wir uns hier auf Kodierungen dieser Objekte
beschrénken werden.

Eine sinnvolle Kodierung einer Zahl ist etwa die Bindrdarstellung der Zahl. Aber auch die b-
nére Darstellung einer Zahl ist sinnvoll, wobei b irgendeine Basis ist. Einzige Ausnahme ist die
unére Darstellung einer Zahl, also die Darstellung zur Basis 1. Hierbei wird etwa 5 dargestellt
durch 11111. Die b-nére Darstellung einer Zahl n hat fiir b > 1 die Lange O(log(n)), wobei wir
hier, wie auch in Zukunft, mit log(-) stets den Logarithmus zur Basis bezeichnen. Die unére
Darstellung der Zahl n hat Lange n, ist also exponentiell viel langer als die b-nére Darstellung
fiir b # 1. Die unéire Darstellung einer Zahl ist unnétig lang.

Fiir Graphen betrachten wir zwei Kodierungen, die Kodierungen von Graphen durch eine Liste
der Knoten und Kanten und die Kodierung eines Graphen durch eine Adjazenzmatrix. Ist
G = (V, E) ein Graph mit Knotenmenge V und Kantenmenge E, so nehmen wir stets an, dass
V ={1,...,n} fiir ein n € IN!. Die Knotenliste kénnen wir dann einfach durch n beschreiben,
genauer durch eine sinnvolle Kodierung von n (siehe oben). Ist G ein ungerichteter Graph, so
besteht die Kantenliste aus einer Folge von 2-elementigen Mengen {i,j},1 < i,5 < n,i # j.
Dabei sind ¢, j jeweils wieder geeignet kodiert. Bei gerichteten Graphen besteht die Kantenliste
aus geordneten Paaren (i,7),1 < 1,5 < mn,i # j, wobei i, j geeignet kodiert sind.

Die Adjazenzmatrix A des Graphen ist eine n x n Matrix mit Eintrigen A;;,1 <4,j <n.Ist G
ein gerichteter Graph, so ist A;; = 1, wenn die Kante (7, j) in E enthalten ist, sonst ist A;; = 0.
Bei einem ungerichteten Graphen sind A;; = Aj; = 1, falls die Kante {4, j} in E enthalten ist,
sonst ist A;; = Aj; = 0. Fiir das Beispiel des gerichteten Graphen in Abbildung 3.1 sehen die
beiden méglichen Kodierungen des Graphen folgendermafien aus.

©,

o

Abbildung 3.1: Ein gerichteter Graph

'In der Graphentheorie steht n iiblicherweise fiir die Anzahl der Knoten und m fiir die Anzahl der Kanten.
Das sollte nicht verwechselt werden mit der Eingabegrofe n.
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Die Knotenliste ist durch eine Kodierung von 5 gegeben. Die Kantenliste besteht aus

(1,2),(1,3),(3,1),(3,4), (4,2), (5, 2).

Hierbei miissen wir eigentlich noch die Knoten kodieren (z.B. binér).
Die Adjazenzmatrix A des Graphen aus Abbildung 3.1 ist

co oo
_——_ 0 O =
OO OO =
OO = OO
SO O OO

Bei beiden Kodierungen von Graphen gilt, dass die Liange der Kodierung polynomiell in der
Anzahl der Knoten des kodierten Graphen ist. Wollen wir daher von Algorithmen oder DTMs
mit Graphen als Eingabe zeigen, dass sie polynomielle Laufzeit besitzen, so geniigt es zu zeigen,
dass die Laufzeit polynomiell in der Anzahl der Knoten des Graphen ist.

Wir werden uns im allgemeinen nicht auf eine konkrete Kodierung festlegen, stattdessen werden
wir die Klammern () benutzen, um eine sinnvolle Kodierung eines oder mehrerer Objekte zu
bezeichnen. Ist x eine ganze Zahl, so bedeutet also (z) eine b-ndre Kodierung von z. Fiir
x,y € Z ist (x,y) eine sinnvolle Kodierung des Tupels bestehend aus z und y. Fiir einen
Graphen G und einen Knoten s aus der Knotenmenge V von G ist (G, s) eine Kodierung des
Graphen G und des Knotens s. Die Lange einer Kodierung bezeichnen wir durch |-|. Ist = € IN,
so bezeichnet also |z| die Lange der Kodierung (x) von . Nach dem oben Gesagten gilt stets
|z| = O(log()).

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen nun unser erstes Beispiel. Gegeben ist ein gerichteter
Graph G = (V,E) und zwei Knoten s,t € V. Wir sollen entscheiden, ob es in G einen
gerichteten Weg von s nach t gibt. Als Sprache ausgedriickt, suchen wir eine DTM, die die
Sprache

Path := {(G,s,t}

G = (V, E) ist ein gerichteter Graph mit s,t € V
und einem gerichteten Weg von s nach t.

entscheidet. Betrachten wir als Beispiel den Graphen G in Abbildung 3.1. Dann ist (G, 1,4) in
Path enthalten. Ein gerichteter Weg von 1 nach 4 fithrt zunéchst iiber die Kante (1,3) nach 3
und dann {iber die Kante (3,4) nach 4. Dagegen ist (G, 1,5) nicht in Path enthalten. Es fiihrt
iiberhaupt keine der gerichteten Kante in 5 hinein. Daher kann es auch keinen Weg von 1 nach
5 geben. Wir zeigen nun

Satz 3.5 Die Sprache Path liegt in der Klasse P.

Beweis: Hier zunéchst eine DTM, die die Sprache Path entscheidet. Diese DTM implemen-
tiert eine Breitensuche startend im Knoten s.

M bei Eingabe (G, s,t) :

1. Markiere den Knoten s.
2. Wiederhole den folgenden Schritt, bis keine Knoten markiert werden.
3. Durchlaufe alle Kanten (a,b) des Graphen G. Ist a markiert
und b nicht markiert, markiere b.
4. Ist t markiert, akzeptiere, sonst lehne ab.
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Wie in Zukunft immer, miissen wir zunichst die Korrektheit dieser DTM zeigen. Mit der Liange
eines Weges bezeichnen wir nun die Anzahl der Kanten auf dem Weg. Dann gilt, dass beim
ersten Durchlauf vom 3. Schritt der DTM M alle Knoten v markiert werden, die von s aus
durch einen Weg der Lénge 1 erreicht werden. Beim zweiten Durchlauf werden dann die Knoten
markiert, die auf einem Weg der Linge 2, aber nicht der Lénge 1 von s aus erreicht werden
konnen. Allgemein werden im k-ten Durchlauf vom 3. Schritt diejenigen Knoten markiert, die
von s aus auf einem Weg der Linge k£ nicht jedoch auf einem Weg kiirzerer Linge erreicht
werden. Damit wird insbesondere auch ¢ markiert, wenn ¢ von s aus auf einem gerichteten Weg
erreicht werden kann. Die Ausgabe im 4. Schritt ist also korrekt und die DTM M entscheidet
Path.

Jetzt miissen wir die Laufzeit analysieren und zeigen, dass sie polynomiell ist. Wie oben bereits
gesagt, geniigt es zu zeigen, dass die Laufzeit polynomiell in der Anzahl n der Knoten des
Eingabegraphen G ist.

Der 1. und 4. Schritt werden jeweils nur einmal durchlaufen. Der 3. Schritt kann héchstens
n-mal durchlaufen werden. In jedem Durchlauf des 3. Schritts, abgesehen vom letzten, wird
mindestens ein zusdtzlicher Knoten markiert. Spitestens nach n — 1 Durchldufen kann beim
nichsten Durchlauf kein zusdtzlicher Knoten markiert werden. Also wird der 3. Schritt hochs-
tens n-mal durchlaufen.

Der 1. und 4. Schritt kénnen in polynomieller Zeit durchgefiihrt werden. Aber auch der 3.
Schritt erfordert pro Durchlauf nur polynomielle Zeit. Wir miissen ja nur einmal iiber die
gesamte Kantenmenge gehen. Diese aber hat Groke maximal n(n — 1). Damit ist die Laufzeit
von M polynomiell. H]

Man beachte, dass eine brute-force oder erschipfende Suche iiber alle moglichen Wege nicht
geniigt, um Path € P zu zeigen. Wenn es einen Weg von s nach ¢ gibt, so gibt es zwar auch
einen Weg der Linge hochstens m — 1 von s nach ¢. Aber in einem gerichteten Graphen mit
n Knoten kann es mehr als (n — 1)! Pfade der Lénge hochstens n — 1 geben. (n — 1)! ist aber
nicht mehr polynomiell in n.

Das néchste Problem, das wir uns anschauen wollen, kommt aus der Zahlentheorie. Zwei Zahlen
x,y € IN heifien relativ prim oder teilerfremd, wenn keine Zahl d € IN,d > 2, existiert, die
sowohl z als auch y teilt. Bezeichnen wir mit ggT(z,y) den gréfiten gemeinsamen Teiler von
x und y, so sind z,y genau dann teilerfremd, wenn ggT(z,y) = 1 gilt. Gegeben zwei Zahlen
x,, sollen wir nun entscheiden, ob die beiden Zahlen relativ prim sind. Anders ausgedriickt,
wir sollen die Sprache

RelPrim := {(z,y) | «,y € IN sind relativ prim.}
entscheiden. Es gilt

Satz 3.6 Die Sprache RelPrim liegt in der Klasse P.

Beweis: Zunichst beachte man, dass nicht einfach fiir alle Zahlen d < z iiberpriift werden
kann, ob sie sowohl z als auch y teilen. Die Anzahl der Zahlen d < x ist nicht polynomiell
in der Darstellungsgrofie von x. Stattdessen benutzen wir als Hilfsmittel den Fuklidischen
Algorithmus (siehe die DTM E).

Mit Hilfe der DTM FE kann dann eine DTM R formuliert werden, die die Sprache RelPrim
entscheidet.

Wenn wir zeigen kénnen, dass die Ausgabe von E genau ggT(x,y) ist, so folgt die Korrektheit
von R. Weiter ist nun die Ausgabe der DTM FE der grofte gemeinsame Teiler ggT(x, y) von z
und y, wenn wir die folgende Gleichung fiir alle z,y € IN zeigen kénnen

gegT(z,y) = ggT(x mod y,y). (3.1)
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E bei Eingabe (z,y) :

1. Wiederhole die folgenden beiden Schritte bis y = 0.
2. x4z mody

3. Vertausche x und y.

4. Ausgabe x.

R bei Eingabe (x,y) :

1. Simuliere £ mit Eingabe (z,y).
2. Ist die Ausgabe von E bei Eingabe (z,y) 1, akzeptiere, sonst lehne ab.

Um diese Gleichung zu zeigen, setzen wir z := x mod y. Nach Definition von Division mit
Rest kann x geschrieben werden als x = k- y 4+ z, wobei k € IN. Damit sehen wir, dass jeder
gemeinsame Teiler von y und z auch x teilen muss. Andererseits folgt aus z = z—ky, dass jeder
gemeinsame Teiler von x und y auch z teilen muss. Diese beiden Beobachtungen zusammen
beweisen nun Gleichung (3.1).

Die Laufzeit von R ist polynomiell, wenn die Laufzeit von E polynomiell ist. Um die Lauf-
zeit von E zu analysieren, beobachten wir zunéchst, dass jeder einzelne Schritt von F nur
polynomielle Laufzeit benétigt. Nicht ganz offensichtlich ist dies beim 2. Schritt. Aber al-
le arithmetischen Operationen, inklusive der Division mit Rest, bendtigen nur polynomielle
Laufzeit. Es bleibt noch zu zeigen, dass der 2. und 3. Schritt nur polynomiell haufig durch-
laufen werden. Kénnen wir nun zeigen, dass mit Ausnahme eventuell des ersten Durchlaufs
jeder Durchlauf des 2. Schritts die Gréfse von x halbiert, so kénnen der 2. und 3. Schritt nur
O(max{log(z),log(y)}) hdufig durchlaufen werden.

Nach jedem Durchlauf des 2. Schritts gilt * < y. Im 3. Schritt werden x und y vertauscht.
Daher gilt nach dem 3. Schritt > y. Um zu zeigen, dass nach jedem Durchlauf des 2. Schritts
x halbiert worden ist, unterscheiden wir die Fille

e z/2 >y vor Ausfithrung des 2. Schritts
e z/2 <y vor Ausfithrung des 2. Schritts.

Im Fall /2 > y gilt nach Ausfithrung des 2. Schritts * mod y < y < x/2 wie gefordert. Im
Fall /2 < y gilt * mod y = x —y < x/2, ebenfalls wie gefordert. Damit hat F und dann
auch R polynomielle Laufzeit. H
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3.5 Die Klasse NP

In den beiden Beispielen des vorangegangenen Abschnitts war es wichtig, dass wir jeweils
eine brute-force Suche, ein komplettes Durchsuchen aller Lésungsmoglichkeiten, verhindern.
Andernfalls hétten wir weder von Path noch von RelPrim zeigen konnen, dass sie in P liegen.
Nun gibt es aber viele interessante und in der Praxis niitzliche Problem, von denen bislang
noch nicht gezeigt werden konnte, dass zu ihrer Losung eine brute-force Suche vermieden
werden kann. Fiir diese Probleme ist also nicht bekannt, ob sie in P liegen. Ein Grund hierfiir
kénnte sein, dass es DTMs polynomieller Laufzeit fiir diese Probleme nicht gibt. Um dieses zu
beweisen, muss man etwa zeigen, dass jede DTM, die ein Problem II 16st, Laufzeit €(2") hat.
Eine Aussage dieser Form wird untere Schranke genannt. Leider kann man derzeit von keinem
der im letzten Abschnitt genannten Problem eine untere Schranke von der Form w(n?) zeigen.

Wir werden jedoch sehen, dass fiir eine grofe Klasse von Problemen, fiir die wir weder polyno-
mielle DTMs noch aussagekriftige untere Schranken haben, die Komplexitdt der Probleme in
dieser Klasse eng miteinander verkniipft ist. Kénnen wir ndmlich bei einem Problem aus dieser
Klasse eine brute-force Suche vermeiden und eine DTM polynomieller Laufzeit konstruieren,
so gilt dieses auch fiir alle anderen Probleme in der Klasse. Um dieses genau zu verstehen,
benotigen wir den Begriff eines Verifizierers, die Klasse NP und schliefslich den Begriff der
NP-Vollstandigkeit.

3.5.1 Verifizierer und die Klasse NP

Zunichst die Definition eines Verifizierers. Hierzu gehen wir zuriick zum Rucksackproblem,
dass wir in der Einleitung kennengelernt haben. Wir werden dieses Problem jetzt mit RSqp¢ be-
zeichnen. Hier noch einmal die Definition. Gegeben sind n Gegensténde, die wir mit 1,2,...,n
durchnummerieren. Der i-te Gegenstand hat Gewicht g; und Wert w;. Ein Dieb mochte ei-
ne Teilmenge der Gegenstinde mit mdoglichst grofem Gesamtwert mitnehmen, kann aber in
seinem Rucksack nur Gegenstinde vom Gesamtgewicht g transportieren. Welche Teilmen-

ge S der Gegenstiande 1,...,n sollte er mitnehmen? In Formeln, gesucht ist eine Teilmenge
S C{1,...,n}, so dass Zgi < g ist und Zwi moglichst grof ist. RSopt passt nicht ganz
€S €S

in unsere Terminologie. Es ist ein sogenanntes Optimierungsproblem (daher opt) und kann
nicht als Sprache formuliert werden. Wir dndern das Problem etwas ab. Das neue Problem
nennen wir RSen. Gegeben sind wie bei RSqpy Gegensténde 1,...,n, Gewichte g; und Werte
w;. Zusdtzlich zu dem zuldssigen Gesamtgewicht g ist aber auch noch eine Mindestwert w
spezifiziert. Entschieden werden soll, ob es eine Teilmenge S der Gegenstinde gibt, die Ge-
samtgewicht hochstens g und Gesamtwert mindestens w hat. In Formeln, entschieden werden
soll, ob es ein S mit

Y g<yg

€S

Zwizw

1€S

gibt. Dieses nennt man ein Entscheidungsproblem. Es kann auch als Sprache formuliert werden.
Hierzu setzen wir G := {g1,92,...,9n} als die Menge der Gewichte der Gegenstéinde und
W = {wy,ws, ..., w,} als die Menge der Werte der Gegenstande. Dann ist

Rsent = {<G7V[/agaw>

es existiert ein S C {1,...,n} mit } . g < g
und ), g w; > w '
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Auf den ersten Blick scheint RSey¢ einfacher zu sein als RSqp. Wir werden jedoch spéter in
einem kleinen Exkurs sehen, dass dieser Eindruck tduscht. Wir werden zeigen, dass wir RSqps
effizient 16sen konnen, sobald wir RSep; effizient 16sen kénnen.

Man kann RSgy mit Hilfe einer brute-force Suche l6sen. D.h., es wird fiir jede Teilmenge
S C {1,...,n} iberpriift, ob sie Gesamtgewicht hochstens g und Gesamtwert mindestens
w hat. Dieses fithrt allerdings zu keinem polynomiellen Algorithmus, denn die Anzahl der
moglichen Teilmengen ist 2.

Man kennt zur Zeit keinen polynomiellen Algorithmus fiir RSepnt. Aber RSepnt hat eine ande-
re interessante Eigenschaft. Diese nennt man polynomielle Uberprifbarkeit oder polynomielle
Verifizierbarkeit. Denn obwohl wir keinen polynomiellen Algorithmus kennen, der uns eine
Menge S mit ;. ¢ g; < gund ), g w; > w berechnet, so konnen wir doch von jeder Menge S
in polynomieller Zeit iiberpriifen, ob sie eine Losung mit den gewiinschten Eigenschaften ist.
Hierzu miissen wir nur die Summe der Gewichte und die Summe der Werte der Gegenstin-
de in S berechnen. Anders ausgedriickt, hat jemand irgendwie eine Lésung S, so kann diese
Person auch Sie davon iiberzeugen, dass es eine Lésung S gibt. Ihnen muss nur die Losung S
genannt werden. Danach kdnnen Sie dann in polynomieller Zeit nachpriifen, dass S wirklich
eine Losung ist. Dieses fithrt auf die folgende Definition.

Definition 3.7 Sei L eine Sprache.
e Eine DTM V heifit Verifizierer fiir L, falls

L = {w | es gibt ein Wort ¢, so dass V die Eingabe (w, ¢) akzeptiert}.

e Ein Verifizierer V fiir L heillt polynomieller Verifizierer fiir L, wenn es ein k € N gibt,
so dass fiir alle w € L ein ¢ mit |¢| < |w|¥ existiert und V' die Eingabe (w, ¢) akzeptiert.
Weiter muss die Laufzeit von V bei jeder Eingabe (w,c) polynomiell in der Linge |w]
von w sein.

e Existiert ein polynomieller Verifizierer fiir eine Sprache L, so heifit L polynomiell verifi-
zierbar.

Ein Wort ¢, fiir das (w, ¢) von V akzeptiert wird, heikt Zertifikat (engl. certificate) oder Zeuge
flir w € L.

Damit ein w in L enthalten ist, wird nur ein ¢ benétigt, so dass V' die Eingabe (w, ¢) akzeptiert.
Umgekehrt, gibt es ein solches ¢, so muss w auch in L liegen. Die Definition verlangt nicht,
dass es auch fiir w € L ein Zertifikat gibt, dass dieses belegt. Wie wir sehen werden, gibt es
vermutlich so etwas haufig nicht.

Bei einem polynomiellen Verifizierer muss die Lange |c| eines Zertifikats ¢ fiir w € L polynomiell
in der Lange |w| des Wortes w sein.

Den Verifizierer fiir RSent, den wir oben skizziert hatten, wollen wir nun etwas genauer be-
schreiben, und uns dann {iberzeugen, dass er ein polynomieller Verifizierer fiir RSyt ist.

V1 bei Eingabe (G, W, g,w, S) :
1. Teste, ob (S) die Kodierung einer Teilmenge von {1,...,n} ist.
Ist dieses nicht der Fall, lehne ab.
2. Teste, ob Zgi < g und Zwi > w. Falls ja, akzeptiere.

€S i€S
Sonst lehne ab.
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Durch den 2. Schritt ist sichergestellt, dass es nur fiir Elemente (G, W, g, w) € RSey eine
Teilmenge S geben kann, so dass V die 5-Tupel (G, W, g,w, S) akzeptiert. Somit ist V; ein
Verifizierer fiir RSept.

Um zu zeigen, dass wir diesen Verifizierer auf einer DTM so umsetzen kénnen, dass die Laufzeit
polynomiell ist, nehmen wir an, dass eine Teilmenge S der Zahlen zwischen 1 und n durch
eine Bitfolge der Lénge n realisiert ist. Ist das i-te Bit dieser Folge 1, so bedeutet dieses ¢ € S.
Entsprechend bedeutet eine 0 an der i-ten Stelle ¢ ¢ S. Mit einer solchen Codierung einer
Teilmenge S kann der erste Schritt des Verifizierers V) in linearer Zeit umgesetzt werden.

Um den zweiten Schritt zu analysieren, benutzen wir, dass zwei natiirliche Zahlen mit jeweils
héchstens b Bits in Zeit O(b?) addiert werden kénnen. Um die beiden Ungleichungen in 2.
7u testen, miissen wir hochsten n-mal zwei Zahlen addieren. Die Zahlen miissen dabei jeweils
weniger als log g, bzw. logw Bits besitzen, denn andernfalls kann der Verifizierer ablehnen.
Damit kann der zweite Schritt in Zeit O(n max{log? g,log? w}) umgesetzt werden. Dieses ist,
wie auch die Laufzeit fiir den ersten Schritt, polynomiell in (G, W, g, w). Damit ist V; ein
polynomieller Verifizierer fiir RSept.

Als zweites Beispiel betrachten wir das Problem des Handlungsreisenden. Wie wir im einlei-
tenden Abschnitt dieses Kapitels gesehen haben, ist das Problem des Handlungsreisenden ein
Optimierungsproblem, aber wie beim Rucksackproblem koénnen wir auch hier ein Entschei-
dungsproblem formulieren. Genauer sei eine Landkarte mit n Stidten gegeben, die die Namen
1,...,n tragen. Die Entfernungen zwischen den Stidten sind in einer n x n-Matrix A = (d;;)
zusammengefasst, wobei d;; € IN, d;; = 0 und d;; = dj; gilt.

Das Problem des Handlungsreisenden ( Travelling Salesman Problem, TSP) ist die Sprache

TSP, = {(A, L) ‘ L € N, es gibt eine Rundreise durch alle n Stédte der } .

Lénge < L

Es ist nicht bekannt, ob die Sprache TSPy in P liegt. Es existiert jedoch ein einfacher
Verifizierer fiir die Sprache TSP.y:. Als Zeugen werden wir Rundreisen nehmen. Dabei be-
schreiben wir eine Rundreise durch die n Stddte sq,...,s, durch eine Permutation auf den
Zahlen 1,...,n. Der Permutation w entspricht dabei die Rundreise, die die Stddte in der Rei-
henfolge s;(1),5r(2), -+ Sx(n), Sx(1) Pesucht. Eine Permutation 7 kénnen wir durch die Folge
m(1),7(2),...,m(n) beschrieben. Die Lange dieser Beschreibung ist O(nlog(n)). Hier nun der
Verifizierer fiir TSPent.

Vs bei Eingabe (A, L, 7) :

1. Teste, ob (7) die Kodierung einer Permutation der Zahlen zwischen 1 und n ist.
Ist dieses nicht der Fall, lehne ab.

n
2. Teste, ob Zdw(i)w(iﬂ) + drnyr(1) < L. Falls ja, akzeptiere. Sonst lehne ab.
i=1
Zeigen wir zunichst, dass dieses ein Verifizierer fiir die Sprache TSPgy ist. Eine Eingabe
(A, L, ) wird genau dann von Va akzeptiert, wenn

n

Z Ar(iyr(it1) + drmyn(r) < L
i=1

n
gilt. Nun ist aber die Sumine Zdﬂ(i)ﬂ(iﬂ) + drnyr(1) < L genau die Lénge der durch die
i=1
Permutation m beschriebenen Rundreise. Wird (A, L, ) akzeptiert, so existiert nach 2. in V5
das Paar (A, L) in TSPeyt. Ist andererseits (A, L) € TSPept, so existiert auch eine Rundreise 7
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mit Lénge hochstens L. Es existiert dann also ein , so dass V; das Triple (A, L, ) akzeptiert.
Damit ist V5 ein Verifizierer fiir TSPept.

Nun betrachten wir die Laufzeit von V,. Wir nehmen an, dass alle Zahlen binar dargestellt sind.
Aufserdem sei D := szzl d;;. Damit ist D eine obere Schranke fiir die Linge jeder Rundreise.
Wir kénnen annehmen, dass L < D. Dann ist die Eingabegrofe von (A, L) mindestens log(D).
Um zu testen, ob (7) eine Permutation der Zahlen von 1 bis n beschreibt, miissen wir priifen,
ob (m) n Zahlen der Groke hiochstens n kodiert und diese Zahlen alle unterschiedlich sind.
Fiir letzteres kénnen wir z.B. eine DTM fiir die Sprache Element-Distinctness nutzen (siehe
Seite 14). Der 1. Schritt kann damit in polynomieller Zeit umgesetzt werden.

Um die Laufzeit des zweiten Schritts zu analysieren, konnen wir wie in der Analyse des Veri-
fizierers fiir RSqy; argumentieren und erhalten O(nlog?(D)) als Abschitzung fiir die Laufzeit
des 2. Schritts von V5. Insgesamt haben wir gezeigt, dass V5 ein polynomieller Verifizierer fiir
die Sprache TSPy ist.

Nach diesen Beispielen kommen wir zur Definition der Klasse NP.

Definition 3.8 NP ist die Klasse aller Sprachen, die polynomiell verifizierbar sind.

NP steht fiir nichtdeterministische Polynomialzeit. Dieser Name wird sich in Kiirze kldren. NP
steht nicht fir “nicht polynomiell”.

Sei L eine Sprache in P. Weiter sei M eine D'TM, die L in polynomieller Zeit entscheidet. Wir
kénnen M auch als einen Verifizierer fiir L auffassen, der bei Eingabe w keine Hilfe ¢ bendtigt.
Daher gilt

Satz 3.9 P C NP.

Dieser Satz erlaubt noch zwei Moglichkeiten fiir das Verhéltnis von P und NP. Entweder sind
P und NP identisch oder P ist echt in NP enthalten. Die Antwort auf diese Frage ist nicht
bekannt.

Offenes Problem Ist P = NP oder P C NP.

Dieses Problem ist als das P — NP-Problem bekannt. Es ist das wichtigste offene Problem der
theoretischen Informatik und eines der wichtigsten Probleme der Mathematik.

24, Januar 2019



3.5 Die Klasse NP 65

3.5.2 Nichtdeterministische Turingmaschinen und die Klasse NP

Nun wollen wir eine andere Charakterisierung von NP geben, die auch den Namen NP erklért.
Hierzu benétigen wir zunéchst nichtdeterministische Turingmaschinen (NTM). NTMs sind
keine realistischen Rechnermodelle, sie sind aber als mathematisches Modell von grofem Nut-
zen. Befindet sich eine DTM im Zustand ¢ und liest das Symbol a, so ist der néchste Schritt der
DTM durch die Zuordnung 6(q,a) = (¢, b, D) der Zustandsfunktion eindeutig festgelegt. Fine
NTM dagegen hat Wahlmoglichkeiten. Dies bedeutet, dass die NTM bei gegebenem Zustand
q und gelesenem Symbol a unter verschiedenen moglichen Schritten einen auswahlen darf.
Wir formalisieren dieses, indem die Ubergangsfunktion & einer NTM einem Paar (g,a) nicht
mehr ein einzelnes Tripel (¢, b, D) sondern eine endliche Menge {(¢1, b1, D1), - - -, (qk, bk, Di) }
von Tripeln zuordnet. Um dieses zu formalisieren, bendtigen wir den Begriff der Potenzmenge
einer Menge. Fiir eine beliebige Menge S ist die Potenzmenge P(S) von S die Menge aller
Teilmengen von S. Eine 1-Band NTM kénnen wir nun wie folgt definieren.

Definition 3.10 Eine nichtdeterministische Turingmaschine (NTM) wird durch ein 4-Tupel
M = (Q,%,T,0) beschrieben. Dabei sind @, X, T" endliche, nicht-leere Mengen und

1. Q ist die Zustandsmenge. Diese enthélt die ausgezeichneten Zustidnde qo, qaccepts Greject
wobel Gaccept 7 Greject gelten muss. qo ist der Startzustand, gacceps ist der akzeptierende
Zustand und greject ist der ablehnende Zustand.

2. ¥ ist das Eingabealphabet, wobei das Blank LI und das Startsymbol > nicht in 3 liegen.
3. T' ist das Bandalphabet, wobei ¥ C I und U, > € I,

4. 5 : Q\{qaccept, Greject } X I' = P(Q x I' x {R, L}) ist die Ubergangsfunktion. Fiir accept X
[, qreject X I ist d also nicht definiert.

5. Fir das Symbol > € T und alle Zustédnde ¢ € @ gilt §(¢,>) C P(Q x {>} x {R}).
Auferdem muss fiir alle ¢ € Q, a € T',a # >, gelten: d(q,a) C P(Q x I'\{>} x {L, R}).
Mit anderen Worten, > kann nur dann als zweite Koordinate eines Elementes von (g, a)
auftauchen, wenn auch a = >.

Die Zuordnung 6(q,a) = S mit S € P(Q x I' x {R, L}) bedeutet dabei Folgendes. Befindet
sich die NTM N im Zustand ¢ und liest das Symbol a, so kann sich die NTM N aussuchen,
welchen der durch die Tripel in S beschriebenen Rechenschritte sie ausfiihrt. Ist also §(q, a) =
{(¢,d,L),(¢",d",R)},q,¢',q" € Q,a,d’,a" € T, so kann die NTM N, befindet sie sich im
Zustand ¢ und liest das Symbol a, im néchsten Schritt entweder das Symbol a durch a’
ersetzen, in den Zustand ¢’ wechseln und den Kopf eine Zelle nach links bewegen, oder die
NTM N kann das Symbol a durch a” ersetzen, in den Zustand ¢” wechseln und den Kopf eine
Zelle nach rechts bewegen.

Allerdings gelten beim Lesen des Startsymbols > fiir eine NTM fiir alle moglichen Schritte
dieselben Einschrinkungen wie fiir eine DTM (vergleiche Definition 2.1).

Betrachten wir ein erstes Beispiel Ny einer NTM. Die NTM N hat Q = {qo, ¢1, g2, g3}, wobei
qo der Startzustand ist und ¢2 = Gaccept, SOWi€ g3 = Greject- Weiter ist ¥ = {0,1} und I' =
{0,1,,>}. Die Ubergangsfunktion ist wie in Abbildung 3.2 definiert.

Wir konnen die Begriffe von Konfiguration, Nachfolgekonfiguration, Berechnung und akzep-
tierender sowie ablehnender Konfiguration nun von DTMs (siche Abschnitt 2.1) auf NTMs
iibertragen. Zu einer Konfiguration K = aqaf,a,8 € I'*,a € ', ¢ € @, kann es jedoch anders
als bei einer DTM verschiedene Nachfolgekonfigurationen geben. Die Anzahl méglicher Nach-
folgekonfigurationen ist dabei abhéngig von der Grofe von §(q, a). Entsprechend kann bei einer
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5 | 0 | 1 | > | L
w0 | {(90,0,R), (¢3,0,R)} | {(aq1, 1, R)} | {(g0,>, R)} | {(g5,, R)}
a1 | {(q0,0,R),(g3,0,R) | {(q2,1,L)} | {(g3,>, R)} | {(g3,U,R)}

Abbildung 3.2: Erstes Beispiel der Ubergangsfunktion der NTM Nj.

festen Eingabe w € ¥* eine NTM V; viele verschiedene Berechnungen ausfithren, je nachdem
welche Elemente aus 6(g,a) in den einzelnen Rechenschritten von der NTM jeweils ausge-
wiahlt werden. D.h., abhéngig von den Elementen, die aus den Mengen §(q, a) gew#hlt werden,
durchlauft die NTM N; bei einer Eingabe w unterschiedliche Folgen von Konfigurationen.

Betrachten wir die NTM Nj bei Eingabe w = 011. Aus der Startkonfiguration K; = gg > 011
kann die NTM nur in die Konfiguration Ky = >¢o011 gelangen, da die Menge §(qo,>) nur
das Element (qo, >, R) enthilt. §(go,0) enthilt jetzt zwei Elemente. Wird aus dieser Menge
das Element (g3,0, R) ausgewihlt, so gelangt die NTM N; in die Konfiguration >0g¢311. Dies
ist eine ablehnende Konfiguration und die Berechnung der NTM Nj ist beendet. Wird jedoch
aus der Menge 6(qo,0) das Element (go,0, R) ausgewihlt, gelangt N; aus der Konfiguration
K5 in die Konfiguration K3 = >0¢pl1. Die Menge §(qo, 1) enthélt nur das Element (qi, 1, R),
daher gelangt N; nun in die Konfiguration K4 = >01¢;1. Die Menge 6(q1,1) enthélt nur das
Element (go, 1, L), daher gelangt N; als néchstes in die Konfiguration K5 = >0g211. Dieses
ist eine akzeptierende Konfiguration und die Berechnung von Nj stoppt. Bei Eingabe von 011
gibt es sowohl eine Berechnung von Ny, die in einer akzeptierenden Konfiguration endet, als
auch eine Berechnung die in einer ablehnenden Konfiguration endet.

Die verschiedenen Berechnungen einer NTM bei Eingabe eines Worts w kdnnen gut in einem

Baum, dem sogenannten Berechnungsbauwm von N bei Eingabe w, dargestellt werden. Fiir die
NTM N; und die Eingabe w = 011 ist der Berechnungsbaum in Abbildung 3.3 dargestellt.

Abbildung 3.3: Berechnungsbaum der NTM N; bei Eingabe w = 011.

Allgemein sieht ein Berechnungsbaum aus wie in Abbildung 3.4 skizziert. Jeder Knoten des
Berechnungsbaums ist mit einer Konfiguration von N gelabelt. Der Wurzelknoten ist mit der
Startkonfiguration go>w gelabelt. Ist ein Knoten mit der Konfiguration K gelabelt, so sind die
Label seiner Kinderknoten die méglichen direkten Nachfolgekonfigurationen von K. Dies sind
diejenigen Konfigurationen, die aus K durch eine einmalige Anwendung der Ubergangsfunktion
d erreicht werden konnen. Ist K = agaf und ist |d(g,a)| = ¢, so hat ein Knoten gelabelt
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ablehnender K
Berechnungspfad, -

O

akzeptierender
Berechnungspfad

ablehnende
Konfiguration

akzeptierende
Konfiguration
Abbildung 3.4: Berechnungsbaum einer NTM.

mit K genau c viele Kinder. Dabei zéhlen wir identische Nachfolgekonfigurationen, die durch
unterschiedliche Elemente aus 6(q, a) entstehen, doppelt.

Einen Pfad im Berechnungsbaum nennen wir Berechnungspfad. Jeder Berechnungspfad ent-
spricht einer moglichen Berechnung von N bei Eingabe w. Da es Berechnungen gibt, die zu
Endlosschleifen fiithren, kann der Berechnungsbaum unendlich grof sein und es kann unendlich
lange Berechnungspfade geben. Berechnungspfade endlicher Linge entsprechen Berechnun-
gen, die irgendwann im Zustand gaccept 0der im Zustand greject enden. Endet eine Berechnung
im Zustand @accept, 50 nennen wir die Berechnung und den entsprechenden Berechnungspfad
akzeptierend. Endet die Berechnung im Zustand greject, 50 heiftt die Berechnung und der Be-
rechnungspfad ablehnend. In Abbildung 3.4 ist der gestrichelte Pfad ablehnend, wahrend der
gepunktete Pfad akzeptierend ist.

Wir werden in Zukunft stets annehmen, dass |d(¢,a)| < 2, d.h., eine NTM hat zu jedem
Zeitpunkt hochstens zwei Wahlmoglichkeiten. Gilt |0(q,a)] = 1, befindet sich die NTM im
Zustand ¢ und liest das Symbol a, so verhilt sich die NTM N wie eine deterministische
Turingmaschine, sie hat keinerlei Wahlmdglichkeiten. Man kann sich leicht {iberlegen, dass die
Einschrankung auf [6(g,a)] < 2 NTMs in ihrer Rechenkraft nicht einschrankt. Jede NTM,
die dieser Einschriankung nicht unterliegt, kann durch eine NTM mit dieser Einschriankung
simuliert werden. Die Forderung [6(q,a)| < 2 fiir alle ¢ € Q,a € I entspricht der Tatsache,
dass jeder Knoten in einem Berechnungsbaum von N hochstens zwei Kinderknoten besitzt.
Als néchstes wollen wir definieren, wann eine NTM N ein Wort w € ¥* akzeptiert. Wie wir im
Beispiel der NTM N; gesehen haben, kann eine NTM bei einem Wort w sowohl akzeptierende
als auch ablehnende Berechnungen haben. Die folgende Definition mag etwas iiberraschend
erscheinen, aber sie hat sich durch die auf sie aufbauende Theorie als sehr niitzlich erwiesen.

Definition 3.11 Sei N = (Q,X,I',§) eine NTM. Die NTM N akzeptiert ein Wort w € ¥*,
wenn es mindestens eine akzeptierende Berechnung von N bei Eingabe w gibt.

Anders formuliert, die NTM N akzeptiert w, wenn der Berechnungsbaum von N bei Eingabe
w einen akzeptierenden Berechnungspfad enthilt. Aufbauend auf dieser Definition kénnen wir
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nun die von einer NTM akzeptierte bzw. entschiedene Sprache definieren. Wir sagen dabei,
dass die NTM N bei jeder Eingabe hilt, wenn fiir alle Eingaben alle m&glichen Berechnungen
im Zustand gaccept 0der im Zustand greject enden. Mit anderen Worten, die NTM NV hélt bei
jeder Eingabe, wenn die Berechnungsbidume fiir alle Eingaben w nur endliche Pfade besitzen.

Definition 3.12 Die von einer NTM N = (Q, X, T',0) akzeptierte Sprache L(N) ist definiert
als
L(N) :={w € ¥* | N akzeptiert w}.

Wir sagen, die NTM akzeptiert die Sprache L, wenn L = L(N). Die NTM N entscheidet die
Sprache L, wenn N immer hilt und N die Sprache L akzeptiert.

Das Verhéltnis von Akzeptieren und Entscheiden bei einer NTM ist vollkommen analog zum
Verhéltnis von Akzeptieren und Entscheiden bei einer DTM (siehe Definition 2.3).

Bei einer NTM N herrscht eine deutliche Asymmetrie zwischen den Worten w € L(N) und den
Worten w ¢ L(N). Ein Wort w wird von einer NTM N akzeptiert oder liegt in L(N), wenn die
NTM N mindestens einen akzeptierenden Berechnungspfad bei Eingabe w besitzt. Ein Wort
w liegt nicht in L(N), wenn kein Berechnungspfad von N bei Eingabe w ein akzeptierender
Berechnungspfad ist.

Betrachten wir als Beispiel die NTM N (siehe die Ubergangsfunktion in Abbildung 3.2). Wie
wir gesehen haben, besitzt N; bei Eingabe w = 011 einen akzeptierende Berechnungspfad.
Daher gilt 011 € L(N1). Man kann sich nun leicht iiberlegen, dass Ny bei Eingabe w € {0,1}*
nur dann einen akzeptierenden Berechnungspfad besitzen kann, wenn w die Teilfolge 11 enthalt.
Wir erhalten somit, dass die von Ny akzeptierte (und auch entschiedene) Sprache gegeben ist
durch

L(Ny) :={w € {0,1}" | w enthélt die Teilfolge 11.}.

NTMs sind aufgrund ihrer Wahlméoglichkeiten kein realistisches Rechenmodell. Sie bieten je-
doch eine Alternative zur Definition der Klasse NP, die zu einer sehr interessanten Theorie
fihrt und uns Probleme wie das Rucksackproblem RS, besser verstehen liasst. Wir wollen
daher als nichstes eine NTM betrachten, die RSent entscheidet. Die NTM erhilt als Eingabe
die Kodierung einer Instanz der Sprache RSept.

N bei Eingabe (G, W, g, w) :

1. Erzeuge nichtdeterministisch ein Wort ¢ € {0,1}". ¢ reprisentiert
die Binédrkodierung einer Teilmenge S C {1,...,n}.
2. Teste, ob Zgi < g und Zwi > w. Falls ja, akzeptiere.
ieS i€S
Sonst lehne ab.

Im 1. Schritt wird die Kodierung einer beliebigen Teilmenge S C {1,...,n} erzeugt. Dieses
sicherzustellen ist kein Problem, da es hier ausreicht, nichtdeterministisch mithilfe eines Zihlers
n-mal entweder eine 0 oder eine 1 auf das Band zu schreiben. Der zweite Schritt garantiert
dann, dass es nur fiir Worte (G, W, g, w) € RSep akzeptierende Berechnungen gibt. Damit ist
L(N) = RSent- Man beachte auch, dass der 2. Schritt dieser NTM deterministisch ist, d.h., in
diesem Schritt hat N keine Wahlmdglichkeiten.

Als néchstes wollen wir die Laufzeit einer NTM definieren. Wir beschrinken uns dabei wie bei
DTMs auf NTMs, die bei jeder Eingabe halten. Wie bei einer DTM besteht bei einer NTM ein
Rechenschritt aus der einmaligen Anwendung der Ubergangsfunktion. Befindet sich die NTM
im Zustand ¢ und liest das Zeichen a, so wéhlt die NTM in einem Rechenschritt ein Element
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aus 0(q,a) aus und fithrt die Aktionen entsprechend dem ausgew&hlten Element aus (g, a)
aus.

Definition 3.13 Sei N = (Q, X%, T, §) eine nichtdeterministische Turingmaschine, die bei jeder
Eingabe hélt.

e Fiir w € ¥* ist Tn(w) definiert als die maximale Anzahl von Rechenschritten in einer
moglichen Berechnung von N bei Eingabe w.

e Fiir n € IN ist
Ty (n) := max{Ty(w) | w € ="},

e Die Funktion Ty : IN — IN heiltt die Zeitkomplexitit oder Laufzeit der NTM N.

Nach dieser Definition ist Ty (w) genau die Linge eines langsten Pfades im Berechnungsbaum
von N bei Eingabe w.

Bis auf den ersten Punkt entspricht diese Definition genau der Definition der Laufzeit einer
DTM. Fiir die Anzahl der Rechenschritte einer NTM bei Eingabe w gibt es unterschiedliche
Definitionen. Einige alternative Definitionen kénnen auch in den Biichern, die wir empfohlen
haben, gefunden werden. Im Buch von Wegener ist z.B. die Laufzeit einer NTM im wesentli-
chen definiert als die Lénge eines kiirzesten akzeptierenden Rechenwegs. Diese verschiedenen
Definitionen der Laufzeit einer NTM sind jedoch, soweit es den Inhalt dieser Vorlesung betrifft,
dquivalent.

Schliefslich definieren wir noch die Klassen NTIME(¢(n)) analog zu den Zeitklassen DTIME(¢(n)).

Definition 3.14 Seit¢: IN — IN eine monoton wachsende Funktion. Die Klasse NTIME(¢(n))
ist definiert als

NTIME(t(n)) = {L ‘ L ist eine Sprache, die von einer NTM mit Laufzeit } .

O(t(n)) entschieden wird.

Nun kommen wir zur angekiindigten alternativen Definition der Klasse NP. Wir sagen, dass
eine NTM N polynomielle Laufzeit hat, wenn es ein k € IN gibt, so dass Ty (n) = O(n¥).

Satz 3.15 NP st die Klasse aller Sprachen, die von einer nichtdeterministischen Turing-
maschine mit polynomieller Laufzeit entschieden werden.

Beweis: Zum Beweis des Satzes miissen wir zeigen

1. Gibt es fiir eine Sprache L einen polynomiellen Verifizierer, dann gibt es auch eine NTM
N mit polynomieller Laufzeit, die L entscheidet.

2. Gibt es fiir eine Sprache L eine NTM N mit polynomieller Laufzeit, die L entscheidet,
dann gibt es auch einen polynomiellen Verifizierer fiir L.

Zunéchst zu 1.: Gegeben sei also ein polynomieller Verifizierer V fiir die Sprache L. Sei weiter
die Laufzeit von V beschrinkt durch n*, k& € IN. Wir konstruieren aus V eine NTM, die L
entscheidet, wie folgt.

N bei Eingabe w der Linge n:

1. Erzeuge nichtdeterministisch ein Wort ¢ der Lénge hochstens n*.

. Simuliere V' mit Eingabe (w, c).
3. Wenn V die Eingabe (w, ¢) akzeptiert, akzeptiere.
Sonst lehne ab.
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Da die Laufzeit von V polynomiell ist, ist die Laufzeit von N ebenfalls polynomiell. Auferdem
wird (w) genau dann von N akzeptiert, wenn es ein Zertifikat ¢ gibt, so dass V die Eingabe
(w, c) akzeptiert. Damit entscheidet N die Sprache L.

Nun zu 2.: Gegeben sei also eine NTM N, die die Sprache L entscheidet. Wir konstruieren
dann einen Verifizierer V wie folgt.

V bei Eingabe (w, c) :

1. Interpretiere (c) als die Kodierung eines moglichen
Berechnungspfades im Berechnungsbaum von N bei Eingabe w.
2. Simuliere die Berechnung, die diesem Berechnungspfad entspricht.
3. Ist die Berechnung von N akzeptierend, akzeptiere.
Sonst lehne ab.

Wir haben nicht gesagt, wie (¢) als Kodierung eines Berechnungspfades anzusehen ist. Wir
konnen hierzu annehmen ¢ € {0,1}*. Wird eine 0 gelesen, so bedeutet dies, dass wir bei der
néchsten Wahl eines Elementes aus einer der Mengen 6(q,a) das erste aufgefithrte Element
nehmen sollen. Bei einer gelesenen 1 soll das zweite aufgefiihrte Element genommen werden.
Gilt |0(g,a)] = 1, so wird bei 0 und 1 jeweils das einzige in §(g,a) enthaltenen Element
genommen.

Hat N polynomielle Laufzeit, so hat auch V polynomielle Laufzeit. Weiter gibt es nur dann
ein ¢ das V' zur Akzeptanz von (w, c¢) fithrt, wenn es fiir w eine akzeptierende Berechnung bei
Eingabe w gibt. Ein Zertifikat fiir w ist also die Kodierung einer akzeptierenden Berechnung
der NTM N bei FEingabe w. Da N polynomielle Laufzeit besitzt, ist die Lange der Kodierung
eines Berechnungspfads von N polynomiell. Damit ist V' ein polynomieller Verifizierer fiir L,
wenn N die Sprache L entscheidet. g

Das folgende Korollar ergibt sich unmittelbar aus dem letzten Satz und der Definition der
nichtdeterministischen Zeitklassen NTIME(n*).

Korollar 3.16 NP = J, . NTIME(nF).

Man kann leicht sehen, dass die oben angegebene NTM fiir RSqy polynomielle Laufzeit besitzt.
Wir erhalten damit einen neuen Beweis fiir RSen € NP. Jetzt noch drei weitere wichtige
Beispiele fiir Sprachen, die in NP liegen.

Beispiel 1 - SAT Eine Boolesche Variable x ist eine Variable, die die Werte wahr und
falsch annehmen kann. Im weiteren identifizieren wir wahr mit 1 und falsch mit 0. Reden
wir von Booleschen Operationen so meinen wir das logische oder V, das logische und A oder
das logische nicht —. Statt —x schreiben wir in aller Regel Z. Eine Boolesche Formel ist ein
Ausdruck mit Booleschen Variablen und Booleschen Operationen. Die folgende Formel ist eine
Boolesche Formel:

dp=(TANy)V(zAZ).

Eine Boolesche Formel muss natiirlich auch korrekt geklammert sein, es diirfen nicht zwei
Variablen aufeinanderfolgen, usw. Aber wir verzichten auf eine genaue Definition.

Eine Boolesche Formel ¢ heiftt erfillbar, wenn es eine Belegung der Variablen in ¢ mit 0,1
gibt, so dass die Formel wahr wird, also mit diesen Belegungen der Wert von ¢ wahr oder
1 ist. Wir sagen, die Belegung erfillt die Formel ¢ und nennen die Belegung eine erfiillende
Belegung. Eine erfiillende Belegung der Formel ¢ = (ZAy)V (z AZ) ist x =0,y = 1,2 = 0.
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Enthélt eine Formel ¢ genau n Variablen, so kann ¢ iiber dem Alphabet {0,1,(,),A,V,—}
codiert werden, indem jeder Variable eine Nummer zwischen 1 und n zugeordnet wird. Eine
Variable kann dann durch die Bindrdarstellung ihrer Nummer kodiert werden. Nun kénnen
wir die Sprache SAT definieren.

SAT := {(¢) | ¢ ist eine erfiillbare Boolesche Formel}.

Die Formel ¢ = (Z Ay) V (x A Z) liegt in SAT. Die Formel ¥ = (x V y) AT A7 hingegen liegt
nicht in SAT. Die folgende DTM V ist ein Verifizierer fiir SAT.

V bei Eingabe (¢, c) :

1. Teste, ob (c) die Kodierung einer Belegung der Variablen
in ¢ ist. Falls nicht, lehne ab.
2. Falls die Belegung ¢ erfiillt, akzeptiere. Sonst lehne ab.

Einen Zeugen ¢, der V' die Eingabe (¢, ¢) akzeptieren lasst, gibt es nur fiir erfiillbare Formeln
¢. Daher ist V ein Verifizierer fiir SAT.

Um die Laufzeit zu analysieren, bemerken wir zunéchst, dass eine Zertifikat fiir eine erfiillbare
Formel in n Variablen durch eine Bitfolge der Lange n codiert werden kann. Damit kann
Schritt 1 in Zeit linear in n und damit linear in der Beschreibungsgrofie der Formel ausgefiihrt
werden.

In Zeit, die quadratisch in der Beschreibungsgréfe einer Formel ist, kann iiberpriift werden,
ob eine gegebene Belegung diese Formel erfiillt. Hierzu wird zunichst in der Formel jede
Variable durch ihren Wert in der Belegung ersetzt. Dieses kann selbst auf einer 1-Band DTM
in quadratischer Zeit durchgefiihrt werden. Den Wert der Formel bei der gegebenen Belegung
zu berechnen, erfordert dann nur noch lineare Zeit. Damit ist V ein polynomieller Verifizierer
fiir SAT.

Somit ist V' ein polynomieller Verifizierer fiir SAT und SAT liegt in NP.

Hier ist eine NTM, die SAT entscheidet.
N bei Eingabe (¢) :

1. Erzeuge nichtdeterministisch eine Belegung der Variablen
in ¢.
2. Falls die Belegung ¢ erfiillt, akzeptiere. Sonst lehne ab.

Der 2. Schritt stellt sicher, dass genau die erfiillbaren Formeln ¢ von N akzeptiert werden.
Aufserdem ist die Laufzeit von N polynomiell. Die Laufzeit kann nimlich wie die des Verifizie-
rers fiir SAT analysiert werden. Aufserdem beachte man, dass eine Belegung einer Formel in n
Variablen nur aus n Bits bestehen muss. Somit ist N eine NTM mit polynomieller Laufzeit,
die SAT entscheidet. Auch auf diese Weise sehen wir, dass SAT € NP.

Beispiel 2 - 3SAT FEin Literal ist eine Boolesche Variable z oder die Negation einer Boo-
leschen Variable z. Eine Klausel ist eine Boolesche Formel bestehend aus mehreren Literalen,
die durch V miteinander verkniipft sind. So ist T1 Vz3V T3 eine Klausel. Eine Boolesche Formel
¢ ist in kongunktiver Normalform (KNF) wenn sie aus mehreren Klauseln verkniipft durch A
besteht. Die Formel heifst dann eine KNF-Formel. Damit ist

(FT1V 23 VE2) A (25 V T6) A (27 VTT VT3V 24)

eine KNF-Formel.
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FEine 3-KNF Formel ist eine KNF-Formel in der jede Klausel genau drei Literale enthilt. Unser
obiges Beispiel fiir eine KNF-Formel ist somit keine 3-KNF-Formel, wohl aber

(T1V 23 VE) A (25 VT5 V 24) A (27 V TTV T3).

Nun ist
3SAT := {(¢) | ¢ ist eine erfiillbare 3-KNF Formel}.

Die Sprache 3SAT ist eine echte Teilmenge der Sprache SAT. Die Sprache 3SAT liegt auch in
NP, wie durch die folgende NTM gezeigt wird.

Nsgsar bei Eingabe (@) :

1. Falls ¢ keine 3-KNF-Formel ist, lehne ab.
Erzeuge nichtdeterministisch eine Belegung der Variablen
in (¢).

3. Falls die Belegung ¢ erfiillt, akzeptiere. Sonst lehne ab.

Die NTM N entscheidet 3SAT. Weiter ist die Laufzeit von N polynomiell. Denn zusitzlich zu
den Schritten, die wir bereits bei der NTM fiir SAT benutzt haben, muss die NTM N nur noch
iiberpriifen, ob die Eingabeformel ein 3-KNF Formel ist. Dieses kann aber durch ein einmaliges
Durchlaufen der Beschreibung der Formel {iberpriift werden. Damit gilt 3SAT € NP.

Beispiel 3 - Clique Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine Teilmenge C' der Knoten
von G heift Cligue, wenn fiir alle 4,7 € C gilt {i,j} € E. Die Knoten einer Clique sind also
alle paarweise durch Kanten im Graphen G verbunden. Eine Clique C' heifst k-Clique, wenn
C genau k Knoten enthélt. Nun setzen wir

Clique := {(G, k) | G ist ein ungerichteter Graph mit einer k-Clique}.

Auch Clique liegt in NP, wie die folgende NTM zeigt.

N bei Eingabe (G, k) :

1. FErzeuge nichtdeterministisch eine Teilmenge C der Grofe
k der Knoten von G.
2. Bilden die Knoten in C eine Clique, akzeptiere. Sonst lehne ab.

Von dieser NTM ist leicht zu zeigen, dass sie Clique entscheidet und polynomielle Laufzeit
besitzt.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir uns iiberlegen, wie gut eine NTM durch eine
DTM simuliert werden kann. Aus Korollar 3.16 kann gefolgert werden, dass P = NP gelten
wiirde, wenn jede NTM N mit Laufzeit ¢(n) durch eine DTM M mit Laufzeit ¢(n)* simuliert
werden kann, wobei k eine beliebige aber feste natiirliche Zahl ist. Leider ist die beste bekannte
Simulation aber im wesentlichen die Simulation, die im Beweis des nichsten Satzes angegeben
wird.

Satz 3.17 Seit:IN — N eine monoton wachsende Funktion mit t(n) > n fir alle n. Fir jede
NTM mit Laufzeit t(n) gibt es eine DTM mit Laufzeit 20(t(n) ' die dieselbe Sprache entscheidet.

Beweis: Fine Konfiguration der NTM N heiftt akzeptierend, wenn in dieser Konfiguration
der Zustand der Maschine gaccept ist. Eine Konfiguration mit Zustand greject heifst ablehnend.
Sei N eine NTM mit Laufzeit ¢(n). Die NTM N entscheide die Sprache L C ¥*. Um eine DTM
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D zu erhalten, die ebenfalls L entscheidet, gehen wir folgendermafien vor. Bei Eingabe w € ¥*
fithrt D eine Suche (im wesentlichen eine Breitensuche) auf dem Berechnungsbaum B(w)
von N bei Eingabe w aus. Die Suche stoppt und die DTM M akzeptiert, sobald ein Knoten
gefunden wird, der mit einer akzeptierenden Konfiguration gelabelt ist. Wird bei der Suche
kein Knoten gefunden, der mit einer akzeptierenden Konfiguration gelabelt ist, so wird D das
Wort w ablehnen. Da N Laufzeit t(n) hat, kann ein Berechnungspfad im Berechnungsbaum
von N héchstens Lénge ¢(n) haben. Daher kann bei der Suche leicht sichergestellt werden,
dass jeder Knoten im Berechnungsbaum B(w) mindestens einmal besucht wird. Dann ist nach
der Definition von L(N) die von D entschiedene Sprache L(M) gerade L(N).

l Eingabeband

>(0)1]j0)11(0j1f(0|0]1]|U

Simulationsband

>l1o0f1 110|110 UL|u

Ausgabeband

>{1j1jo0f1 10U |juju|d

Abbildung 3.5: DTM D, die eine NTM N simuliert.

Um diese Idee umzusetzen, benutzen wir eine 3-Band DTM D. Auf dem ersten Band der
DTM steht die Eingabe. Das zweite Band wird zur Simulation einzelner Schritte der NTM
N benutzt. Das dritte Band, genannt Adressband, wird benutzt, um die Suche der Maschine
D zu steuern (siehe Abbildung 3.5). Dieses geschieht folgendermafen. Auf dem dritten Band
steht immer ein Wort ¢ € {0,1}*(™), wobei n die Linge des Eingabewortes w ist. Das Wort
c legt fest, welche mogliche Berechnung von N simuliert werden soll. Ist das aktuell gelesene
Zeichen von c eine 0, befindet sich die NTM nach den bislang simulierten Schritten im Zustand
q und liest das Symbol a, so wird im niichsten Schritt der erste in 6(g, a) aufgefiihrte Ubergang
durch die DTM D auf ihrem zweiten Band simuliert. Ist das aktuell gelesene Zeichen in ¢ eine
1, so wird der zweite Ubergang aus (g, a) simuliert. Ist |6(g,a)| = 1, so wird unabhiingig vom
aktuell in ¢ gelesenen Symbol, der einzige in d(q,a) angegebene Ubergang ausgefiihrt. Nach
der Simulation eines Schrittes wird der Kopf des 3. Bandes immer um eine Zelle nach rechts
bewegt und das nichste Symbol in ¢ gelesen. Insgesamt arbeitet D wie folgt.

1. Schreibe ¢ = 0™ auf das 3. Band (Adressband).
2. Kopiere die Eingabe w vom 1. Band (Eingabeband) auf das 2. Band (Simulationsband)

3. Simuliere die durch ¢ beschriebene Berechnung von N bei Eingabe w. Wird in der Si-
mulation eine akzeptierende Konfiguration erreicht, akzeptiere. Sonst gehe zu 4.

4. Tst ¢ = 11" 1ehne ab. Sonst ersetze ¢ durch das lexikographisch nichste Wort in {0, 1}
und gehe zu 3.

Da wir im 3. Schritt alle Worte aus {0, l}t(”) erzeugen, wird sichergestellt, dass D alle Knoten
des Berechnungsbaums B(w) besucht. Damit gilt L(N) = L(D). Die Laufzeit von D ist
beschrinkt durch O(t(n)24™). Es gibt 2¢() Worte in {0,1}/"). Jedes dieser Worte fiihrt zur
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Simulation einer Berechnung von N fiir maximal ¢(n) Schritte. Solch eine Simulation benétigt
maximal O(t(n)) Schritte. Damit erhalten wir als Laufzeit O(t(n)24™) = 20¢™) Die DTM
D ist eine Mehrband DTM. Diese konnen wir durch eine 1-Band DTM simulieren. Fiir diese
erhalten wir dann nach Satz 3.3 eine Laufzeit von (2O(t(”)))2 = 200t(n)), ]|

Zwar zeigt der Satz nicht, dass jede NTM durch eine DTM effizient simuliert werden kann.
Aber er zeigt, dass jede NTM iiberhaupt durch eine DTM simuliert werden kann. Damit
zeigt der Satz, dass die Menge der durch eine NTM entschiedenen oder akzeptierten Sprachen
mit der Menge der durch eine DTM entschiedenen oder akzeptierten Sprache iibereinstimmt.
Fir den Inhalt der Vorlesung “Berechenbarkeit und Formale Sprache” hétte es also keinen
Unterschied gemacht, wenn wir NTMs statt DTMs zur Definition von Entscheidbarkeit und
rekursiver Aufzihlbarkeit genommen hétten.
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3.6 NP-Vollstiandigkeit

In diesem Abschnitt werden wir den Begriff der NP-Vollstindigkeit einfiihren. Nicht alle
Probleme, die in NP liegen, sind schwer zu 16sen. Insbesondere gilt ja P C NP. Die NP-
vollstdndigen Probleme sind die schwierigsten Probleme in NP. Es wird ndmlich aus der De-
finition von NP-Vollstindigkeit folgen, dass alle Sprachen in NP durch DTMs polynomieller
Laufzeit entschieden werden konnen, wenn nur fiir irgendeine beliebige NP-vollsténdige Spra-
che eine polynomielle DTM existiert, die die Sprache entscheidet.

3.6.1 Polynomielle Reduktionen

Reduktionen hatten wir schon in Kapitel 2 als ein Mittel kennengelernt, um die Komplexitat
von Sprachen oder Problemen miteinander vergleichen zu kdnnen. In der Theorie der Berechen-
barkeit wollten wir aber nur eine grobe Unterteilung in entscheidbare und nicht entscheidbare
Sprachen treffen. Jetzt wollen wir eine feinere Unterteilung der Komplexitdt vornehmen. Da-
her miissen wir Reduktionen zu polynomiellen Reduktionen verfeinern. ? Hierzu zunichst die
folgende Definition.

Definition 3.18 Sei X ein Alphabet. Eine Funktion f : X* — 3* heifst polynomiell berechen-
bar, wenn es eine DTM M mit polynomieller Laufzeit gibt, die f berechnet. Dabei berechnet
M die Funktion f, wenn fiir alle w € ¥* die DTM M bei Eingabe w im Zustand gaccept hélt,
der Kopf auf der ersten Zelle steht und der Inhalt des Bandes f(w) ist (hierbei werden das
Startsymbol > und die Us am Ende ignoriert).

Eine wichtige Eigenschaft polynomieller berechenbarer Funktionen ist die Abgeschlossenheit
bei Komposition. Genauer

Lemma 3.19 Seien f: X" — I'" g : '™ — =* polynomiell berechenbare Funktionen. Dann ist
auch die Hintereinanderschaltung go f : ¥* — Z* polynomiell berechenbar.

Beweis: Seien My, M, DTMs mit polynomieller Laufzeit, die die Funktionen f und g be-
rechnen. Die Laufzeit von My sei n* und die Laufzeit von M, sei n'. Um g(f(w)),w € ¥*, zu
berechnen, wird mit M zunéchst f(w) berechnet. Danach wird M, auf f(w) angewandt, um
g(f(w)) zu berechnen. Die Berechnung von f(w) durch M; bendtigt Zeit |w|*. Gegeben f(w)
benétigt die Berechnung von g(f(w)) durch M, Zeit | f(w)|". Da M; Laufzeit n* besitzt, muss
|f(w)| < |w|* gelten. Damit gilt |f(w)|" < |w|*. Insgesamt erhalten wir, dass g(f(w)) in Zeit
nF 4 nkl = (’)(nkl) berechnet werden kann. Damit ist g o f polynomiell berechenbar. H

Die folgende Definition ist grundlegender fiir den Rest dieses Kapitels.

Definition 3.20 Seien A, B C ¥* zwei Sprachen. A heilst auf B polynomiell reduzierbar, wenn
es eine polynomiell berechenbare Funktion f gibt mit

weAs f(w) € B.

Die Funktion f wird in diesem Fall eine polynomielle Reduktion genannt. Ist A auf B poly-
nomiell reduzierbar, so schreiben wir A <, B.

2Zur Wiederholung von Reduktionen siehe Definition 2.34 und zur Veranschaulichung Abbildung 2.16 auf
Seite 39.
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Bei einer polynomiellen Reduktion verlangen wir also zusétzlich zu den Eigenschaften einer
Reduktion, dass die Funktion f effizient berechenbar ist. Dieses stellt sicher, dass die Ent-
scheidung, ob w € A, sogar effizient auf die Entscheidung, ob f(w) € B, zuriickgefiihrt werden
kann. Insbesondere erhalten wir

Satz 3.21 A, B seien zwei Sprachen. Gilt A <, B und B € P, dann gilt auch A € P.

Beweis: Da B € P, gibt es eine DTM Mp mit polynomieller Laufzeit, die B entscheidet.
Weiter sei f die polynomielle Reduktion von A auf B und M/ eine D'TM polynomieller Laufzeit,
die f berechnet. Wir erhalten dann die folgende DTM M4 fiir A.

M, bei Eingabe w :

1. Simuliere My, um f(w) zu berechnen.
2. Simuliere Mp mit Eingabe f(w). Akzeptiert Mp die Eingabe f(w),
akzeptiere w. Sonst lehne ab.

Da f eine polynomiell berechenbare Funktion ist und auch die DTM M polynomielle Laufzeit
hat, folgt analog zum Beweis vo Lemma 3.19, dass D eine DTM mit polynomieller Laufzeit
ist. Daw € A< f(w) € B entscheidet D die Sprache A. Polynomielle Reduktionen,

wie wir sie definiert haben, werden gelegentlich auch Karp-Reduktionen (nach Richard Karp)
oder many-one-Reduktionen genannt. Der letzte Name erklédrt sich aus der Tatsache, dass bei
einer Reduktion haufig vielen Urbildern dasselbe Bild zugewiesen wird.

Das néchste Lemma zeigt, dass polynomielle Reduzierbarkeit transitiv ist.

Lemma 3.22 Ist A <, B und B <, C, so0 gilt A <, C.

Beweis: Sei f die polynomielle Reduktion von A auf B und g die polynomielle Reduktion
von B auf C. Aus

1. we A« f(w) € B fiir alle w
2. veE B & g(v) € C fir alle v

folgt
weAES (go f)(w)eC.

Damit ist g o f eine Reduktion von A auf C. Nach Lemma 3.19 ist (g o f)(w) polynomiell
berechenbar. Damit ist g o f eine polynomielle Reduktion von A auf C. Hl

Jetzt werden wir ein erstes Beispiel einer polynomiellen Reduktion kennenlernen. Viele weitere
Beispiele werden wir im Zusammenhang mit NP-Vollstdndigkeitsbeweisen durchgehen.

Satz 3.23 3SAT ist auf Clique polynomiell reduzierbar.

Beweis: Zu jeder 3-KNF Formel ¢ konstruieren wir einen Graphen G und eine Zahl &, so
dass ¢ genau dann erfiillbar ist, wenn G eine Clique der Groéfe k enthilt. Die Reduktion f
wird dann die Formel ¢ auf das Paar (G, k) abbilden.

Sei also ¢ eine 3-KNF Formel. Wir schreiben
p=(a1 Vb Ver)A(agVbaVea) A+ Aag Vb V),

wobei die a4, b;, ¢; nicht notwendigerweise verschiedene Literale sind. Diese Formel wird abge-
bildet auf (G, k), wobei k die Anzahl der Klauseln von ¢ ist und der Graph G folgendermafen
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konstruiert wird. G besitzt 3k Knoten. Jeden Knoten von G assoziieren wir mit einem Literal
in ¢. Der Knoten ist dann mit dem Literal, zu dem er assoziiert ist, gelabelt. Die Knoten sind
organisiert in k Tripel. Diese assoziieren wir mit den Klauseln in ¢. Ein Tripel assoziiert zu
einer Klausel C' enthélt genau die drei Knoten, die zu den Literalen der Klausel C' assoziiert
sind.

Kanten existieren zwischen je zwei Knoten ¢,j des Graphen G, es sei denn fiir die beiden
Knoten 4, j trifft eine der beiden folgenden Bedingungen zu.

1. 4,7 sind 7zu Literalen aus derselben Klausel assoziiert.

2. ¢ ist mit dem Literal x und j mit = gelabelt oder umgekehrt.

Damit ist die Konstruktion von G abgeschlossen. Ein Beispiel dieser Graphenkonstruktion
ist in Abbildung 3.6 dargestellt. Die drei Knoten links sind den Literalen der ersten Klausel
assoziiert. Die oberen drei Knoten sind den Literalen der zweiten Klausel assoziiert. Schliefslich
bilden die Knoten rechts das Tripel fiir die dritte Klausel. Wir wollen uns nun iiberlegen, dass

Abbildung 3.6: Graph zu (x1 V @2 V @3) A (21 V 22 V 23) A (21 V 22 V 23)

eine 3-KNF-Formel genau dann erfiillbar ist, wenn der Graph G, den wir aus ¢ konstruieren,
eine k-Clique besitzt. Hierzu miissen zwei Dinge gezeigt werden.

1. Ist ¢ erfiillbar, so besitzt G eine k-Clique.

2. Besitzt G eine k-Clique, so ist ¢ erfiillbar.

Nehmen wir zunéchst an, dass ¢ erfiillbar ist. Wir wihlen eine beliebige erfiillende Belegung
flir ¢ aus. Aus dieser werden wir eine Clique in G der Gréfe k konstruieren.

Eine erfiillende Belegung fiir ¢ muss in jeder der k Klauseln mindestens ein Literal wahr
machen. In jeder Klausel wihlen wir nun eines der durch die Belegung wahr gemachten Literale
aus. Jetzt betrachten wir die Knoten in G, die zu den ausgewéhlten Literalen assoziiert sind.
Dieses sind genau k Knoten. Wir behaupten, dass diese £ Knoten eine Clique bilden. Seien
1,7 zwel beliebige der £ Knoten. Diese Knoten sind nach unserer Auswahl zu Literalen aus
unterschiedlichen Klauseln assoziiert. Aufferdem kénnen sie nicht mit x und 7 fiir eine Variable
x gelabelt sein. Denn die Knoten sind zu Literalen assoziiert, die gleichzeitig von einer Belegung
wahr gemacht werden. Literale z,7 konnen natiirlich nicht gleichzeitig von einer Belegung
erfiillt werden. Damit sind je zwei der k ausgewdhlten Knoten durch eine Kante in G verbunden
und die Knoten zusammen bilden eine k-Clique.
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Nehmen wir jetzt an, dass der Graph G eine k-Clique C' enthilt. Aus dieser konstruieren
wir eine erfiillende Belegung fiir die Formel ¢. Da Knoten innerhalb eines Tripels nicht durch
eine Kante verbunden sind, muss die Clique C aus jedem Tripel genau einen Knoten enthalten.
Auferdem gibt es unter den Knoten aus C' keine zwei, die mit  und Z gelabelt sind, denn solche
Knoten sind nicht durch eine Kante miteinander verbunden. Damit kénnen wir eine Belegung
der Variablen in ¢ finden, die alle Literale erfiillt, mit denen die Knoten in C gelabelt sind.
Diese Belegung macht pro Klausel mindestens ein Literal wahr. Die Belegung ist daher eine
erfiillende Belegung fiir ¢.

Um den Beweis des Satzes zu vervollstindigen, miissen wir noch zeigen, dass wir (G, k) aus
¢ in polynomieller Zeit konstruieren kénnen. Dieses ist aber leicht zu sehen. Die Knoten von
G und ihre Labels kénnen durch einmaliges Durchlaufen von ¢ konstruiert werden. Um die
Kanten zu konstruieren, miissen wir uns fiir jedes Paar von Knoten nur ihre Labels anschauen
und entscheiden, ob sie in unterschiedlichen Tripeln liegen. Auch dieses kann in polynomieller
Zeit durchgefiihrt werden. Damit ist f eine polynomielle Reduktion und der Satz ist bewiesen.

Streng genommen haben wir im letzten Satz die Reduktion f nicht vollsténdig beschrieben.
Wir haben nicht gesagt, worauf Worte w abgebildet werden, die keiner Kodierung einer 3-KNF
Formel entsprechen. Dieses ist auch ziemlich uninteressant und lenkt nur von der eigentlichen
Konstruktion ab. Wir werden in Zukunft auf Fragen dieser Art nicht eingehen. Aber hier
wollen wir kurz erldutern, was zu tun ist. Wir kénnen in polynomieller Zeit feststellen, ob ein
Wort einer Kodierung einer 3-KNF Formel entspricht oder nicht. Entspricht ein Wort einer
Kodierung einer 3-KNF Formel, so wenden wir die Konstruktion aus dem Beweis von Satz 3.23
an. Ist das Wort hingegen keine Kodierung einer 3-KNF Formel, so bilden wir das Wort auf
ein Paar (G, k) ab, so dass G sicherlich keine k-Clique enthélt. Eine mogliche Wahl ist es G
bestehend aus einem Knoten zu wéhlen und k = 2 zu setzen.

Die Beweise, die wir zur Aquivalenz w € A < f(w) € B im Beweis des letzten Satzes gefiihrt
haben, sind typisch fiir alle Beweise dieser Art. Diese Beweise gehen immer nach dem gleichen
Schema vor. Betrachten wir die Richtung w € A = f(w) € B. Nehmen wir an, dass sowohl
A als auch B in NP liegen. Fiir w € A gibt es dann ein Zertifikat ¢. Um die Implikation
w € A = f(w) € B zu zeigen, wird dann aus ¢ mit Hilfe der Funktion f ein Zertifikat fiir
f(w) € B konstruiert. So haben wir im Beweis von Satz 3.23 aus einem Zertifikat fiir ¢ € 3SAT
(eine erfiillende Belegung) mit Hilfe der Reduktion f ein Zertifikat fiir G = f(¢) € Clique (eine
Clique der Grofe k) konstruiert. Dieses zeigte, (¢) € 3SAT = f(¢) = (G, k) € Clique.

3.6.2 Definition von NP-Vollstindigkeit

Die folgende Definition wurde 1971 von Steve Cook aufgestellt und hat seitdem die Entwicklung
der Komplexitédtstheorie und theoretischen Informatik geprégt.

Definition 3.24 Eine Sprache L heifit NP-vollstindig, wenn sie die folgenden zwei Bedingun-
gen erfiillt.

1. L ist in NP enthalten.

2. Fiir jede Sprache A € NP gibt es eine polynomielle Reduktion von A auf L.
Wir erhalten jetzt die folgenden wichtigen Séitze iiber NP-vollsténdige Probleme.

Satz 3.25 Ist L NP-vollstindig und ist L € P, so ¢ilt P = NP.
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Beweis: Nach Voraussetzung gibt es fiir jede Sprache A eine polynomielle Reduktion auf L.
Weiter liegt L nach Voraussetzung in P. Dann aber sagt Satz 3.21, dass auch jede Sprache
A € NP in P liegen muss. 5]

Satz 3.26 Ist A € NP und gilt L <, A fir eine Sprache L, die NP-vollstindig ist, so ist auch
A NP-wollstindig.

Beweis: Da A nach Voraussetzung in NP liegt, miissen wir nur noch zeigen, dass sich jede
Sprache B € NP in polynomieller Zeit auf A reduzieren lésst. Sei B € NP beliebig. Da L NP-
vollstdndig ist, gibt es eine polynomielle Reduktion g von B auf L. Nach Voraussetzung gibt es
auch eine polynomielle Reduktion f von L auf A. Dann aber ist die Hintereinanderausfithrung
f o g eine polynomielle Reduktion von B auf A. 5]

Wenn wir ein NP-vollstdndiges Problem kennen, kénnen wir Satz 3.26 benutzen, um von ande-
ren Sprachen zu zeigen, dass sie NP-vollstdndig sind. Unser erstes NP-vollsténdiges Problem
wird SAT sein.
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3.6.3 Der Satz von Cook-Levin - SAT ist NP-vollstéindig

Ziel dieses Abschnitts ist es, die NP-Vollstdndigkeit von SAT zu zeigen. Dieses Ergebnis geht
auf Steve Cook und Leonid Levin zuriick, die Anfang der siebziger Jahre unabhéngig vonein-
ander die Theorie der NP-Vollstédndigkeit begriindeten.

Satz 3.27 SAT ist NP-vollstindig.

Beweis: Wir haben bereits gesehen, dass SAT in NP liegt. Es muss also noch gezeigt werden,
dass jede Sprache L € NP auf SAT reduziert werden kann. Da L in NP liegt, gibt es eine
NTM N mit polynomieller Laufzeit, die L entscheidet. Die Reduktion von L auf SAT wird
nun bei Eingabe w eine Boolesche Formel ¢ konstruieren, die das Verhalten von N bei Eingabe
w simuliert. Ist w € L, so wird eine erfiillende Belegung von ¢ eine akzeptierende Berechnung
von N bei Eingabe w kodieren. Ist w ¢ L, so wird ¢ nicht erfiillbar sein.

Um diese grobe Beweisskizze umzusetzen, werden wir sogenannte Berechnungstabellen von N
bei Eingabe w benutzen. Nehmen wir an, dass die DTM N die Sprache L in Zeit n* — 2
entscheidet. Der Term —2 hat dabei nur technische Griinde, die in Kiirze klar werden. Hat
w nun Linge n, so ist eine Berechnungstabelle von N bei Eingabe w eine n¥ x n* Tabelle,
also eine Tabelle bestehend aus n* Zeilen und n* Spalten. Die Zeilen und Spalten der Tabelle
sind jeweils mit 1 bis n* durchnummeriert. Den Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte
bezeichnen wir mit Eintrag(i, j). Eine solche n* xn* Tabelle heikt Berechnungstabelle von N bei
Lingabe w wenn die erste Zeile der Tabelle die Startkonfiguration von N bei Eingabe w enthilt
und jede Zeile 4,¢ > 2, eine der moglichen Nachfolgekonfigurationen der Konfiguration in Zeile
i — 1 enthélt. In Abbildung 3.7 haben wir eine Berechnungstabelle schematisch dargestellt.
Das darin hervorgehobene Fenster werden wir in Kiirze erklaren.

> | q | x | * * | #
nk
> * x| #
nk

Abbildung 3.7: Eine n* x n* Berechnungstabelle

Um Tabellen und Berechnungstabellen genauer zu fassen, werden wir wiederum Konfigura-
tionen benutzen (siehe Seite 7). Da wir voraussetzen, dass die NTM N, die die Sprache L
entscheidet, Laufzeit n* — 2 besitzt, kann in einer Konfiguration agB von N das Wort af3
héchstens Linge nf — 2 haben. Zusitzlich wird fiir den Zustand ¢ einer Konfiguration ein
Symbol benétigt. Damit wiren wir bei n* — 1 Symbolen, die benétigt werden, um eine Kon-
figuration darzustellen. Aus technischen Griinden werden wir eine Konfiguration mit dem
Symbol # enden lassen. Von nun an werden wir die Konfiguration agf also durch aqfS# dar-
stellen. Das Symbol # wird ausschliefllich am Ende einer Konfiguration benutzt. Damit kann
jede Konfiguration von N durch n* Symbole dargestellt werden. Reservieren wir fiir jedes der
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Symbole in ', @ und {#} einen Eintrag in der Berechnungstabelle, so sehen wir, dass jede
Konfiguration von N in einer Zeile einer n* x n* Tabelle dargestellt werden kann.

Eine Berechnungstabelle von N bei Eingabe w heiftt akzeptierend, wenn eine der Zeilen der
Tabelle eine akzeptierende Konfiguration ist. Anders formuliert, eine Berechnungstabelle ist
akzeptierend, wenn es 1 < 4,5 < n* gibt, so dass Eintrag(, J) = Qaccept- Damit entspricht
eine akzeptierende Berechnungstabelle von IV bei Eingabe w einer akzeptierenden Berechnung
von N bei Fingabe w. Um zu entscheiden, ob w € L, muss daher entschieden werden, ob es
eine akzeptierende Berechnungstabelle von N bei Eingabe w gibt. Die Reduktion von L auf
SAT wird nun bei Eingabe w eine Formel ¢ liefern, die genau dann erfiillbar ist, wenn es eine
akzeptierende Berechnungstabelle von N bei Eingabe w gibt. Auferdem werden wir aus einer
erfiillenden Belegung von ¢ unmittelbar eine akzeptierende Berechnungstabelle konstruieren
kénnen.

Um die Variablen von ¢ zu definieren, setzen wir zunéchst

C:=QUTU{#},

wobei @) die Zustandsmenge der NTM N und I'" das Bandalphabet der NTM N ist. ¢ ist nun
definiert iiber den Variablen

xijs, mit 1<i,j<nf secC.

D.h. fiir jede mogliche Position (4,7) in einer Berechnungstabelle von N bei Eingabe w und
fiir jedes mégliche Symbol s, das an einer Position der Berechnungstabelle stehen kann, gibt
es eine Variable. Wird nun in einer Belegung von ¢ die Variable x; ; s mit 1 belegt, so wird in
der Berechnungstabelle Eintrag(i, j) = s gelten.

Die Formel ¢ setzt sich aus vier Teilformeln @start, Paccept, PEintrags Pmove, verbunden durch
logische A’s, zusammen:

(23 = (z)Start A (z)accept N QbEintrag A (z)move-

Um aus einer erfiillenden Belegung fiir ¢ eine Berechnungstabelle fiir N bei Eingabe w ablesen
zu koénnen, muss sichergestellt sein, dass jede mogliche Position der Berechnungstabelle mit
genau einem Symbol aus C' belegt ist. Mit der Interpretation der Variablenbelegungen oben
bedeutet dies, fiir alle Paare (i, j), mit 1 < i, j < n*, muss es in einer erfiillenden Belegung fiir
¢ genau ein s € C geben, so dass z; ;. = 1. Setzen wir

@FEintrag = /\ (\/ iUi,j,s> A /\ (Tijs VTige) | |
1<ij<n* | \seC o110

so ist dieses gewdhrleistet. Der Teil \/ x; s stellt sicher, dass in einer erfiillenden Belegung

seC
fiir ¢ mindestens eine der Variablen x; ;s erfiillt ist. Der Teil /\ (Tijs Vi) stellt sicher,
s,teC
s#t

dass in einer erfiillenden Belegung fiir ¢ hochstens eine der Variablen z; ; ¢ fiir jedes Paar (4, j)
erfiillt ist.

In einer Berechnungstabelle muss die erste Zeile die Startkonfiguration enthalten. Die Formel
¢start s0ll sicherstellen, dass eine erfiillende Belegung von ¢ einer Berechnungstabelle ent-
spricht, in der die erste Zeile die Startkonfiguration der NTM N bei Eingabe w ist. Man
iiberpriift leicht, dass

OStart = T1,1,90 N 212,
1301 N Tldws N N T1nt2,w, N
$17n+37|_1 VANERRIA ‘rl,nkfl,l_l AN ank?#
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das Gewdlinschte leistet. Dabei haben wir w = wy - - - wy, gesetzt.

In einer akzeptierenden Berechnungstabelle muss in einer der Positionen (i,7) das Symbol
accept Stehen. Also muss, wenn einer erfiillenden Belegung von ¢ eine akzeptierende Berech-
nungstabelle entsprechen soll, sichergestellt sein, dass eine Belegung nur dann ¢ erfiillen kann,
wenn mindestens eine der Variablen ; j ... auf 1 gesetzt wird. Die Teilformel ¢accept garan-
tiert dieses, indem

¢accept = \/ Li,5,gaccept

1<i,j<nk
gesetzt wird.

Schlieflich muss noch sichergestellt sein, dass eine erfiillende Belegung von ¢ einer Tabelle
entspricht, in der jede Zeile eine der moglichen Nachfolgekonfigurationen der Konfiguration in
der vorangehenden Zeile kodiert. Anders formuliert, es muss sichergestellt sein, dass eine erfiil-
lende Belegung zu einer Berechnungstabelle von N bei Eingabe w fiihrt. Dieses zu garantieren,
ist Aufgabe der Teilformel ¢ ove- Hierzu zunéchst der Begriff eines Fensters.

Ein Fenster ist eine 2 x 3 Teiltabelle einer Tabelle. Mit dem (3, j)-Fenster bezeichnen wir das
Fenster, dessen obere Zeile die Positionen (4,7 — 1), (¢,7), (¢, + 1) und dessen untere Zeile die
Positionen (i+1,7—1), (i+1,5), (i4+1,j+1) der Tabelle umfasst. Eine n* x n*¥ Tabelle besitzt
(n* —1)- (n* —2) viele verschiedene Fenster, denn nur fiir 1 <4 < nF—1und 2 < j < n*—1ist
die Definition des (i, j)-Fensters sinnvoll. Ein Fenster, dessen Positionen mit Symbolen aus C
belegt sind, heifit legal, wenn seine Eintrige nicht der Ubergangsfunktion der NTM N wider-
sprechen. Anders formuliert, ein Fenster ist legal, wenn es Teil einer Berechnungstabelle von
N sein kann. Statt dieses noch genauer zu definieren, hier ein Beispiele zur Veranschaulichung.

Nehmen wir an, die Ubergangsfunktion von N hat u.a. folgende Werte
L. 6(q1,a) = {(q1,b, R)}
2. 6(q17 b) = {(QQ, ¢, L)7 (q27 a, R)}

Dann sind die Fenster in der Abbildung 3.8 alle legal.

a |q |b alq | b alal|lq
qQ | a |c a| a | @ alal b
(a) (b) (c)
Ulbdb|a al|b| a b|lb|b
Ulb|a al|bl|q clbl|b
(d) (e) (f)

Abbildung 3.8: Beispiele legaler Fenster

In Fenster (a) kann die zweite Zeile aus der ersten durch Anwendung des ersten Ubergangs
in 2. erhalten werden. In Fenster (b) kann die zweite Zeile aus der ersten durch Anwendung
des zweiten Ubergangs in 2. erhalten werden. (c) ist eine legales Fenster, denn die erste Zeile
des Fensters ldsst es zu, dass der Kopf der NTM N das Symbol a liest. Dann kann die zweite
Zeile des Fensters durch Anwendung von 1. erreicht werden. (d) ist legal, da die beiden Zeilen
des Fensters identisch sind und kein Zustandssymbol im Fenster auftaucht. (e) ist legal, denn
in der Zeile, aus der die erste Zeile dieses Fensters ein Teil ist, konnte unmittelbar rechts vom
rechten a das Zustandssymbol ¢; und dann b stehen. Dann erhédlt man die zweite Zeile von (e)
aus der ersten Zeile durch Anwendung des ersten Ubergangs in 2. Schlieflich ist (f) legal, da
die Zeile, aus der die erste Zeile des Fensters ein Teil ist, in der Position, die unmittelbar links
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an die erste Zeile des Fensters anschliefst, das Zustandssymbol ¢; enthalten kénnte. Dann kann
man die zweite Zeile des Fensters aus der ersten durch Anwendung des ersten Ubergangs in 2.
erhalten.

In Abbildung 3.9 sind einige Beispiele fiir illegale Fenster dargestellt. (a) ist illegal, da ein

a|bla a | q | b a|q | b
alala g1 | ala @2 | b | g
(a) (b) (c)

Abbildung 3.9: Beispiele illegaler Fenster

Symbol der oberen Zeile, das nicht zu einem Zustandssymbol benachbart ist, nicht gedndert
werden darf. (b) ist illegal, denn wenn die NTM N im Zustand ¢; das Symbol b liest, kann
sie zwar nach links gehen, muss dann aber b durch c ersetzen und nicht wie in diesem Fenster
durch a. (¢) enthélt zwei Zustandssymbole in einer Zeile und kann daher nicht Teil einer
Berechnungstabelle sein, die in jeder Zeile genau ein Zustandssymbol enthélt. Es gilt nun

Lemma 3.28 Ist die erste Zeile einer Tabelle die Startkonfiguration von N bei Eingabe w und
ist jedes Fenster der Tabelle legal, so ist jede Zeile der Taubelle eine Nachfolgekonfiguration der
Konfiguration der vorangegangenen Zeile und die Tabelle ist eine Berechnungstabelle von N
bei Eingabe w.

Zum Beweis dieses Lemmas betrachten wir zwei aufeinanderfolgende Zeilen der Tabelle und
die Konfigurationen in diesen beiden Zeilen. Wir nennen diese die obere und die untere Konfi-
guration. In der oberen Konfiguration gibt es zu jeder Position (7, j) mit Eintrag(i, j) # >, #,
das (i, j)-Fenster. Wir unterscheiden nun zwei Fille:

1. Sind die beiden Eintrdge, die zu Eintrag(i,j) benachbart sind, nicht von Zustands-
symbolen belegt, so kann das (i, j)-Fenster nur dann legal sein, wenn Eintrag(i,j) =
Eintrag(i + 1,7) gilt. Dieses stellt sicher, dass beim Ubergang von der oberen zur un-
teren Konfiguration nur Symbole unmittelbar neben einem Zustandssymbol gedndert
werden kdnnen.

2. Ist Eintrag(i,j) zu einem Zustandssymbol benachbart, so miissen die Anderungen von
der oberen zur unteren Zeile des Fensters den Ubergingen der Ubergangsfunktion &
entsprechen.

Damit muss aber die untere Konfiguration eine Nachfolgekonfiguration der oberen Konfigura-
tion sein und Lemma 3.28 ist bewiesen.

Nun zuriick zur Konstruktion von ¢move. Nach dem oben Gesagten kdnnen wir sicherstellen,
dass eine erfiillende Belegung von ¢ einer Berechnungstabelle von N bei Eingabe w entspricht,
indem wir informell ¢pove definieren durch

Gmove = /\ (Das (i, j)-Fenster ist legal).

1<i<nk—1
2<j<nk -1

Man beachte, dass die Anzahl legaler Fenster nur von der Anzahl der méglichen Ubergiinge in
der Ubergangsfunktion von N, nicht jedoch von der Eingabegrohe n von w abhiingt. D.h. es
gibt eine nur von N abhiingende Menge von 6-Tupeln (a1, as, ..., ag) € C°, so dass ein Fenster
genau dann legal ist, wenn seine 6 Eintrdge von links oben nach rechts unten gelesen eines
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dieser 6-Tupel sind. Wir identifizieren legale Fenster mit diesen 6-Tupeln. Damit erhalten wir
fﬁr ¢m0ve

Pmove = /\ \/ (Zij—1,a1 N Tijuas N oo A Zigt1jag A Tit1,j+1,a6)-
1<i<nk -1 (a1,..-,a6)
2<j<nk_1 ist legales Fenster
Damit ist nun sichergestellt, dass einer erfiillenden Belegung von ¢ = ¢start A @accept A PEintrag /\
®move €ine akzeptierende Berechnungstabelle von N bei Eingabe w entspricht. Umgekehrt sieht
man auch, dass man aus einer akzeptierenden Berechnungstabelle von N bei Eingabe w auch
eine erfiillende Belegung von ¢ erhilt. Diese erfiillende Belegung ergibt sich aus

xi s = 1 < Eintrag(i, j) in der Berechnungstabelle ist s.

Damit ist unsere Konstruktion einer Reduktion von L auf SAT vollstindig beschrieben. Wir
miissen noch zeigen, dass es eine polynomielle Reduktion ist. Dazu miissen wir uns zunéchst
die Anzahl der Literale in ¢ anschauen. ¢gia¢ enthilt pro Indexpaar ein Literal, insgesamt
damit n* Literale. Paccept enthalt n¥ . n* = n?* Literale. ORintrag enthélt pro Indexpaar (i, j)
genau |C| + (‘g‘) Literale. Da die Groke |C| der Menge C nur von N nicht jedoch von w
abhéngt, enthilt also @rintrag (’)(n%) Literale. Wir hatten oben schon gesagt, dass die Anzahl
legaler Fenster ebenfalls nur von N nicht aber von w abhingt. Damit enthilt dann auch ¢uyove
O(n?k) Literale. Insgesamt enthilt ¢ damit O(n?*) Literale. Da k unabhiingig von w ist und
nur von N abhéngt, ist dieses polynomiell in der Grofe von w. Damit ist aber auch die Grofe
von ¢ insgesamt polynomiell in der Gréfie von w.

Die Konstruktion von ¢gsgar ergibt sich unmittelbar aus w. Weiter konnen ¢@uccept und @gintrag
ebenfalls leicht aus der Beschreibung von N konstruiert werden. Es werden hierzu nur das
Bandalphabet T' und die Zustandsmenge @ bendtigt. Aus der Ubergangsfunktion 6 von N
kénnen alle legalen Fenster (a1, as, ..., as) einer Berechnungstabelle von N abgeleitet werden.
Dann erhilt man die Formel ¢pove. Insgesamt kann ¢ in Zeit polynomiell in der Grofe n von
w aus der Eingabe w berechnet werden. Damit haben wir eine polynomielle Reduktion von L
auf SAT und der Beweis von Satz 3.27 ist erbracht. H]

Aus diesem Beweis erhalten wir auch fast unmittelbar
Satz 3.29 3SAT ist NP-vollstindig.

Beweis: Wir wissen bereits, dass 3SAT in NP liegt. Wir miissen noch zeigen, dass sich jede
Sprache in NP polynomiell auf 3SAT reduzieren ldsst. Hierzu werden wir die Reduktion aus
dem Beweis von Satz 3.27 so erweitern, dass sie eine Formel ¢ in 3-KNF liefert.

Zunichst beobachten wir, dass die Teilformeln ¢giart Und @accepy bereits KNF-Formeln sind,
beide bestehen aus einer einzigen Klausel. Schreiben wir

d)Eintrag = /\ (\/ xi,j,s) A /\ (mvm)

1<i,j<nk seC s,teC
- = s#t

= A <\/ xi,j,s) A N @igs vz

1<i,j<nk \seC 1<, j<nk t;c
S

so ist auch @gintrag €ine KNF-Formel. Schlieflich kénnen wir die Formel

Gmove = /\ \/ (xivj_lval N Zijag - N Titl jas N xi+17j+1,a6)'

1<i<nk—1 (ay,...,ap) ist
2<j<nk—1 legales Fenster
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als KNF-Formel schreiben, indem wir die Disjunktion von Konjunktionen als Konjunktion
von Disjunktionen schreiben. Dadurch wird die Formel zwar viel groker, aber da die Grofe
der urspriinglichen Formel nur von der NTM N nicht jedoch von der Eingabe w abhéngt, ist
dieses unerheblich. Damit koénnen wir die Formel ¢ insgesamt als KNF-Formel schreiben. Diese
Umformung erfolgt in polynomieller Zeit.

Wir zeigen nun noch, dass wir jede KNF-Formel ¢ durch eine dquivalente Formel in 3-KNF
ersetzen konnen. Enthalten Klauseln in ¢ weniger als drei Literale, so kénnen wir durch Wie-
derholen der Literale die Anzahl der Literale in diesen Klauseln auf 3 erhthen. Jede Klausel
mit mehr als drei Variablen werden wir wie folgt durch eine 3-KNF-Formel ersetzen.

Sei a1 Vag V- --Va; eine Klausel in der Formel ¢ mit [ > 3 Literalen. Wir ersetzen diese Klausel
durch die 3-KNF Formel

(a1Va2\/z1)/\(71\/a3VZ2)/\(72\/a4VZ3)/\---
o ANEZGVaoVz_3) N (Z3Va_1Va) (3.2)

wobei die z; neue Variablen sind, die auch fiir jede Klausel in ¢ unterschiedlich sind. Man
sieht leicht, dass eine Belegung der Variablen in (3.2) diese Formel nur erfiillen kann, wenn
mindestens eines der Literale ay,...,a; auf 1 gesetzt wird. Daraus folgt, dass ¢ genau dann
erfiillbar ist, wenn die neue Formel erfiillbar ist. Hl
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3.7 Beispiele NP-vollstindiger Probleme
Zunéchst zeigen wir

Satz 3.30 Clique ist NP-vollstindig.

Beweis: Wir wissen bereits, dass Clique in NP liegt. Weiter haben wir auch eine polyno-
mielle Reduktion von 3SAT auf Clique kennengelernt. Damit ist Clique nach Satz 3.29 und
Lemma 3.26 NP-vollstandig. Hl

Als néchstes betrachten wir die Sprache Knoteniiberdeckung. Fine Knoteniiberdeckung eines
ungerichteten Graphen G = (V, E) ist eine Teilmenge U C V', so dass

eNU # () fiir allee € E.

Ein Graph G besitzt eine k-Knoteniiberdeckung, wenn G eine Knoteniiberdeckung U der Grobe
hochstens k besitzt. Nun ist

Knotentiberdeckung := {(G, k) | G besitzt eine k-Knoteniiberdeckung.}

Satz 3.31 Knoteniiberdeckung ist NP-vollstindig.

Beweis: Knoteniiberdeckung ist in NP. Ein Zertifikat fiir einen Verifizierer besteht bei Ein-
gabe (G, k) aus einer Teilmenge U der Knoten von G, die Grosse hochstens k hat.

Nun werden wir zeigen, dass sich 3SAT polynomiell auf Knoteniiberdeckung reduzieren lisst.
Damit ist dann der Satz nach Satz 3.29 und Lemma 3.26 bewiesen.

Sei also ¢ eine Formel in 3-KNF. Wir konstruieren aus ¢ einen Graphen GG und eine Zahl k,

so dass
¢ € 3SAT < (G, k) € Knoteniiberdeckung.

¢ bestehe aus den Klauseln C4,...,C;. Die Variablen in ¢ seien x1,...,x,. Die Literale in
Klausel C} bezeichnen wir mit l;1,lj2,053,5 = 1,..., L, € {z1,..., 2, } U{Z1,...,Tn}.
Die Konstruktion von k aus ¢ ist einfach. Wir wéhlen k& = n + 2.

Nun zur Konstruktion von G. Pro Variable z; enthilt G zunéchst einmal zwei Knoten. Einen
davon labeln wir mit x;, den anderen mit Z;. Die beiden Knoten mit Label x; und Z; sind
durch eine Kante verbunden. Die bislang konstruierten Knoten nennen wir Variablenknoten.
G besitzt also 2n Variablenknoten.

G besitzt aber auch noch 31 sogenannte Klauselknoten. Und zwar enthélt G fiir jede Klausel C;
drei Klauselknoten. Die zu C; gehdrigen Klauselknoten labeln wir mit den Literalen l;1,1;2,1;3
von Cj. Insgesamt besitzt G also 2n + 31 Knoten.

Die Klauselknoten, die zu einer Klausel gehdren, sind durch 3 Kanten paarweise miteinan-
der verbunden. Jeder Klauselknoten ist aufferdem mit dem Variablenknoten desselben Labels
verbunden. Damit ist die Konstruktion von k& und G aus ¢ abgeschlossen. Fiir die Formel
(r1 Vay Va)A(Tr VT2 VI2) A(T1 Va V) ist die Konstruktion von G in Abbildung 3.10
ausgefiihrt.

Jetzt zeigen wir, dass ¢ genau dann erfiillbar ist, wenn G eine k-Knoteniiberdeckung besitzt.
Sei zundchst ¢ erfiillbar. Wir betrachten eine beliebige erfiillende Belegung von ¢. Ist in dieser
Belegung x; = 1, so nehmen wir den Variablenknoten mit Label z; in die Menge U auf. Setzt
die Belegung hingegen x; = 0, so nehmen wir den Variablenknoten mit Label Z; in die Menge
U auf. Schliefslich wihlen wir noch aus jeder Klausel ein Literal aus, das durch die Belegung
erfiillt wird. Wir nehmen jedoch nicht diese Knoten mit in die Uberdeckung auf. Stattdessen
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Abbildung 3.10: Beispiel der Reduktion von 3SAT auf Knoteniiberdeckung

nehmen wir die beiden anderen Klauselknoten einer Klausel in U auf. Damit enthidlt U genau
n + 20 Knoten. Wir miissen noch zeigen, dass U eine Knoteniiberdeckung von G ist.

Die Kanten zwischen den Variablenknoten werden durch die Variablenknoten in U {iberdeckt.
Die drei Kanten zwischen den 3 Klauselknoten einer festen Klausel sind abgedeckt, da U 2
der 3 Klauselknoten enthilt. Es fehlen noch die Kanten zwischen einem Klauselknoten und
einem Variablenknoten. Ist der Klauselknoten einer solchen Kante in U, ist die Kante sicherlich
iiberdeckt. Ist der Klauselknoten hingegen nicht in U, so wird das Literal dieses Klauselknotens
nach Konstruktion von der Belegung erfiillt und der Variablenknoten dieser Kante ist in U.
Damit sind alle Kanten iiberdeckt und U ist eine k-Knoteniiberdeckung mit k& = n + 2I.

Sei nun (G, k) € Knoteniiberdeckung, k& = n + 2[. Wir betrachten eine beliebige k-Knoten-
iiberdeckung U von G. Fiir jede Variable x; muss der Variablenknoten gelabelt mit x; oder der
Variablenknoten gelabelt mit Z; in U enthalten sein, denn sonst kénnte die Kante zwischen
diesen beiden Knoten nicht von U iiberdeckt sein. Wir konstruieren nun eine Belegung fiir ¢,
indem wir x; = 1 setzen, falls der Variablenknoten mit Label z; in U ist, sonst setzen wir
Da U eine Knotentiberdeckung ist, muss U von den 3 Klauselknoten einer Klausel C; mindes-
tens 2 Knoten enthalten, denn sonst kénnen die Kanten zwischen den Klauselknoten zu Cj
nicht von U iiberdeckt werden. Da in U aber nur n + 2] Knoten enthalten sind, folgt, dass fiir
jede Klausel C; die Menge U genau 2 der 3 zu Klausel C; gehorigen Knoten enthalt.

Betrachten wir nun eine feste Klausel C;. Wir miissen zeigen, dass die gewéhlte Belegung ein
Literal in C; erfiillt. Nun wissen wir aber, dass es in jeder Klausel C; ein Literal [;,,1 < h < 3,
gibt, so dass der mit [;, gelabelte Klauselknoten nicht in U ist. Betrachten wir weiter die
Kante zwischen dem mit /;, gelabelten Klauselknoten und dem Variablenknoten desselben
Labels. Auch diese Kante wird von U iiberdeckt. Da der Klauselknoten nicht in U ist, muss
der Variablenknoten mit Label /;;, in U sein. Nach Konstruktion erfiillt dann die Belegung das
Literal [;,. Somit enthélt jede Klausel ein erfiilltes Literal und die aus U konstruierte Belegung
erfiillt ¢. &l

3.7.1 RS, ist NP-vollstindig
Wir wollen zeigen, dass

G
S

= yersgnt, W = {wq,...,w,} und es existiert ein
RSent = {<G7m97w>‘ C {fgl g } { ' } }

Snimit Y egg; <gund Yo ogw; > w.
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NP-vollstindig ist. Wir betrachten zunéchst die Sprache

SubsetSum = {(S, " ’ S ={s1,...,8,} CIN;,t € N, sodass ein T C S existiert}

mit ZSZET s; = t.

SubsetSum liegt in NP. Fiir eine Menge S und einen Zielwert ¢ ist ein Zertifikat fiir (S,¢) €
SubsetSum gegeben durch eine Teilmenge 7' C S mit ) s;eT Si =t

Lemma 3.32 SubsetSum ist polynomiell reduzierbar auf RSent.

Beweis: Gegeben eine Menge S = {si1,...,s,} C IN und einen Zielwert ¢, so setzen wir
g = w; = si,t = 1,....,n, G = {g1,...,9,} und W = {wy,...,w,}. Weiter setzen wir
g =w =t. Dann gilt

(S,t) € SubsetSum < (G, W, g, w) € RSept.

Da wir auch G, W, g und w in polynomieller Zeit aus S,t berechnen kénnen, ist das Lemma
bewiesen. |

Konnen wir nun zeigen, dass SubsetSum NP-vollstdndig ist, so ist auch RSent NP-vollstandig
(Lemma 3.26).

Satz 3.33 SubsetSum st NP-vollstdndig.

Beweis: Wir zeigen, dass 3SAT polynomiell auf SubsetSum reduzierbar ist. Da SubsetSum &
NP folgt dann aus Satz 3.29 und aus Lemma 3.26 die Behauptung des Satzes.

Zu einer Klausel ¢ in 3-KNF miissen wir eine Menge S C IN und einen Zielwert ¢ konstruieren,
so dass

(¢) € 3SAT < (S, t) € SubsetSum.

Sei also ¢ eine 3-KNF Formel. ¢ sei definiert iiber den Variablen zi,...,x, und habe die
Klauseln C1,...,Cy. Die Menge S wird 2n + 2k Flemente haben. S enthilt fiir jede Variable
z;,% = 1,...,n, zwei Elemente y;, z; und fiir jede Klausel C;,j =1, ..., k, zwei Elemente g;, h;.
Um die Werte dieser Zahlen und des Zielwerts t festzulegen, betrachten wir eine Tabelle mit
2n + 2k + 1 Zeilen. Die Zeilen dieser Tabelle sind mit den y;, z; und g;, h; sowie mit ¢ gelabelt.
Die Tabelle hat n + k Spalten. Diese sind mit den Variablen x1,...,x, und den Klauseln
C1,...,Cy gelabelt.

Die Zeilen dieser Tabelle werden die Dezimaldarstellung der Elemente von S sowie des Zielwerts
t enthalten. Jeder Spalte, und damit jeder Variablen oder Klausel von ¢, entspricht also eine
Stelle in der Dezimaldarstellung der Elemente in S, bzw. in der Dezimaldarstellung von t. Die
Eintrége der Tabelle und damit die Dezimaldarstellungen der Zahlen in S und des Zielwerts ¢
werden folgendermafen bestimmt.

e Die Zeile gelabelt mit y;,2 = 1,...,n, enthilt in der Spalte gelabelt mit z; eine 1.
Auferdem enthélt diese Zeile eine 1 in allen Spalten gelabelt mit Klauseln Cj, in denen
das Literal z; auftaucht. Alle anderen Eintrége in der Zeile gelabelt mit y; sind 0.

e Die Zeile gelabelt mit z;,¢ = 1,...,n, enthilt ebenfalls in der Spalte gelabelt mit x; eine
1. Weiter enthilt diese Zeile eine 1 in allen Spalten gelabelt mit Klauseln Cj, in denen
das Literal z; auftaucht. Alle anderen Eintrége in der Zeile gelabelt mit z; sind 0.

e Die Zeilen gelabelt mit g; und h;,¢ = 1,..., k, enthalten in der Spalte gelabelt mit Cj
eine 1. Alle anderen Eintréige in diesen Zeilen sind 0.
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e Die Zeile gelabelt mit ¢ enthilt in den Spalten gelabelt mit x;,7 = 1,...,n, eine 1. In
den Spalten gelabelt mit Cj,j = 1,..., k, enthélt diese Zeile jeweils eine 3.

Betrachten wir die Formel
(1’1 \/3372\/.%3) A (1’2 V x5 \/.734) A (Tg\/ﬁ\/ﬁ),

so erhalten wir die folgende Tabelle.
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Damit ist die Beschreibung der Reduktion beendet. Die Reduktion ist in polynomieller Zeit
berechenbar. Wir miissen aber noch zeigen, dass eine Formel ¢ genau dann erfiillbar ist, wenn
das aus der Formel konstruierte Paar (S,¢) in SubsetSum liegt.

Hierzu zunéchst einige Vorbemerkungen. Lassen wir die mit ¢ gelabelte Zeile aufer Acht, so
sehen wir, dass in jeder Spalte einer Tabelle, die aus einer 3-KNF Formel konstruiert wird,
héchstens 5 Einsen auftauchen. Daraus konnen wir schliefen, dass wir eine beliebige Teilmenge
der Zahlen in S aufsummieren kénnen, ohne dass es bei dieser Summation zu Ubertrigen
kommt. Damit summieren sich die Elemente einer Teilmenge T von S genau dann zu t auf,
wenn folgendes gilt:

e In den mit Variablen z; gelabelten Spalten summieren sich die Eintrdge, die in den mit
den Elementen aus T' gelabelten Zeilen stehen, zu 1 auf.

e In den mit Klauseln C; gelabelten Spalten summieren sich die Eintrige, die in den mit
den Elementen aus T' gelabelten Zeilen stehen, zu 3 auf.

Sei zundchst ¢ erfiillbar. Wir betrachten eine beliebige erfiillende Belegung fiir ¢. Aus dieser
Belegung werden wir eine Teilmenge 7' C S herleiten, so dass die Elemente in 7" sich zu ¢
aufsummieren. Setzt die erfiillende Belegung von ¢ z; = 1, so wihlen wir y; € T und z; ¢ T.
Setzt hingegen die erfiillende Belegung x; = 0, so wahlen wir z; € T und y; € T. Summieren
wir die bis jetzt in T aufgenommenen Elemente auf, so sehen wir, dass sich in den mit den
Variablen gelabelten Spalten jeweils eine 1 ergibt. In den mit den Klauseln gelabelten Spalten
ergibt sich ein Wert zwischen 1 und 3, je nachdem wie viele Literale von der erfiillende Belegung
in einer Klausel erfiillt werden. Um nun in der mit der Klausel C; gelabelten Spalte den Wert
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3 zu erreichen, nehmen wir entweder sowohl g; als auch h; in T auf oder wir nehmen nur eine
dieser beiden Zeilen in T" auf oder aber wir nehmen weder g; noch h; in T" auf. Wir erhalten
so eine Teilmenge T', deren Elemente sich zu t aufsummieren und (S, ¢) ist in SubsetSum.

Sei nun das Paar (S,¢) in SubsetSum enthalten. Wir miissen zeigen, dass dann die Formel
¢, aus der (S,t) konstruiert wurden, erfiillbar ist. Sei hierzu T eine Teilmenge von S, deren
Elemente sich zu t aufsummieren. T muss fiir jedes ¢ = 1, ..., n genau eines der Elemente y;, z;
enthalten. Hieraus konstruieren wir eine Belegung fiir ¢ wie folgt. Ist y; € T, so setzen wir
x; = 1. Ist z; € T, so setzen wir x; = 0. Wir zeigen, dass dieses eine erfiillende Belegung von
¢ ist. Hierzu miissen wir zeigen, dass jede Klausel C; durch diese Belegung erfiillt wird.
Betrachten wir eine beliebige Klausel C; von ¢ und die mit C} gelabelte Spalte unserer Ta-
belle. In dieser Spalte miissen wir den Wert 3 erreichen. Durch die Zeilen g;, h; erreichen wir
héchstens den Wert 2. Also muss es noch ein y; € T oder ein z; € T geben, so dass der
Tabelleneintrag in der mit C; gelabelten Spalte und mit y; oder z; gelabelten Zeile eine 1 ist.
Nehmen wir nun zunédchst an, dass es ein y; € T' mit dieser Eigenschaft gibt. Da im Eintrag
in der mit y; gelabelten Zeile und der mit C; gelabelten Spalte eine 1 steht, taucht das Literal
z; in Cj auf. Da y; € T, wird die Variable x; in der Belegung, die wir aus 7' erhalten, auf
1 gesetzt. Damit macht das Literal z; die Klausel C; wahr. Ist hingegen ein Eintrag in einer
mit z; € T" gelabelten Zeile und der mit C; gelabelten Spalte 1, so enthélt die Klausel C; das
Literal @;. Da 2; € T, gilt x; = 0. Damit macht in diesem Fall das Literal z; die Klausel C}
wahr.

Damit werden alle Klauseln von ¢ durch die aus T gewonnene Belegung erfiillt. ¢ ist also
erfiillbar. &l

Auch die Sprache TSP, (sieche Abschnitt 3.5) ist NP-vollstindig. Der Beweis hierfiir ist
allerdings recht aufwendig. Er kann im Buch von Hopcroft, Motwani und Ullman nachgelesen
werden.

Satz 3.34 TSPy ist NP-vollstindig.
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Kapitel 4

NP-vollstandig - Was nun?

Wurde von einem Problem gezeigt, dass es NP-vollstindig ist, ist das Problem damit nicht
gelost oder aus der Welt geschafft. In der Praxis muss es trotzdem gelost werden. Allerdings
muss man bescheidener werden und darf nicht mehr auf Algorithmen hoffen, die in allen Fallen
effizient eine korrekte oder optimale Losung finden. Es gibt im wesentlichen drei Mdéglichkeiten,
mit NP-vollstdndigen Problemen oder anderen schwierigen Problemen umzugehen oder sie zu
umgehen. Diese sind

e Spezialfille,
e Heuristiken,

e Approximationsalgorithmen.

In dieser Vorlesung behandeln wir nur Spezialfille und Approximationsalgorithmen.

4.1 Spezialfalle

Trifft man in der Praxis auf ein NP-vollstdndiges Problem, so sollte man sich als erstes fragen,
ob die Problemstellung aus der Praxis wirklich die Losung des allgemeinen Problems verlangt,
oder ob man es nicht vielleicht doch nur mit Spezialfillen des Problems zu tun hat, die eventuell
leicht zu 16sen sind.

Beispiel 1: Betrachten wir das Problem Clique und zwar sogar das Problem Clique,y, wo
zu gegebenem Graphen G eine moglichst grofe Clique in G gefunden werden muss. Da schon
Clique NP-vollstéindig ist, konnen wir keinen effizienten Algorithmus erwarten, der Clique,,

effizient 16st.

Nehmen wir nun zusétzlich an, dass wir Clique,,, nur fiir Biume l6sen sollen, also fiir zusam-
menhéngende Graphen, die keine Kreise besitzen. In diesem Fall ist Clique,y einfach, denn
die grofte Clique in einem Baum kann nur aus einem oder aus zwei Knoten bestehen. Im
ersten Fall besitzt der gesamte Baum nur einen Knoten. Hat namlich ein Graph eine Clique
der Grofke k > 3, so besitzt er auch einen Kreis auf dem mindestens 3 Knoten liegen.

Beispiel 2: Betrachten wir die Optimierungsvariante Unabhéngig,, von Unabhéngige Men-
ge. Wiederum nehmen wir an, dass das Problem nur fiir Bdume gelost werden muss. Wir
nehmen weiter an, dass die Eingaben schon als Baume mit Wurzel gegeben sind (siche Ab-
bilddung 4.1). Sei nun T solch ein Baum mit Wurzel r. Wird r in eine unabhéngige Menge
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4.1 Spezialfille 92

flir T" aufgenommen, so kénnen die Kinder von r nicht mehr in die unabhéngige Menge auf-
genommen werden. Die grofite unabhéngige Menge von T', die r enthélt, ist {r} vereinigt mit
den grébten unabhingigen Mengen der Teilbdume von T', deren Wurzeln die Enkel von r sind.
Nennen wir diese unabhéngige Menge U;. Die grofite unabhingige Menge U von T, die r
nicht enthilt, erhalten wir, indem wir die Vereinigung der gréfiten unabhingigen Mengen der
Teilbdume, deren Wurzel die Kinder von r sind, bilden. Vergleichen wir die Gréfse von U; und
Us, so konnen wir die grofite unabhingige Menge in 7' bestimmen.

Wir konnen also die Berechnung der gréfsten unabhingigen Menge in einem Baum 7' auf die
Bestimmung von gréfiten unabhéngigen Mengen in Teilbdumen von T zuriickfiihren. Dieses
fiihrt auf einen polynomiellen Algorithmus fiir Unabhéngig,, auf Béume, der die Technik des
Dynamischen Programmierens benutzt. Wir wollen die Einzelheiten nicht ausfiihren, erinnern
aber daran, dass sie die Dynamische Programmierung in “Datenstrukturen und Algorithmen”
bereits kennengelernt haben. Wir werden im Laufe dieser Vorlesung auch noch zweimal auf die
Dynamische Programmierung eingehen. In Abbildung 4.1 ist ein Baum mit Wurzel dargestellt.
In jeden Knoten v haben wir die Groke der groften unabhingigen Menge des Teilbaums mit
Wurzel v geschrieben. Man sieht dann gut, wie sich die Gréfe fiir v aus den Gréofen fiir die
Kinder bzw. Enkel ergibt (Details sind den Lesern iiberlassen).

Abbildung 4.1: Unabhéngige Menge auf Badumen

Beispiel 3: Eine Boolesche Formel ist in 2KNF, wenn sie in konjunktiver Normalform ist
und jede ihrer Klauseln genau 2 Literale enthélt. Die Sprache 25AT besteht dann aus allen
erfiilllbaren Formeln in 2-KNF. Wir wollen zeigen, dass 2SAT in P liegt.

Betrachten wir eine 2KNF Formel ¢. Es sei

wobei jede Klausel C; die Disjunktion zweier Literale ist. Die Menge der Variablen, iiber denen
¢ definiert ist, sei z1,...,x,. Sei B eine Belegung der Variablen x1,...,x,. Wir schreiben
B(z;) = 1, falls die Belegung B die Variable z; auf wahr setzt, sonst schreiben wir B(x;) =
0. Allgemeiner schreiben wir B(a) = 1, wenn B das Literal « erfiillt. Sonst schreiben wir
B(a) = 0. Eine Belegung B der Variablen zj,...,x, erfiillt ¢ genau dann, wenn B jede
einzelne Klausel C; erfiillt. Betrachten wir nun eine Klausel C;. Wir schreiben C; = «; V f3;,
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wobei «;, 8; Literale sind. Ist nun B(«;) = 0, so kann B die Klausel C; dann und nur dann
erfiillen, wenn B(;) = 1. Diese Abhéngigkeiten zwischen den Wahrheitswerten von Literalen,
kann elegant durch einen gerichteten Graphen G ausgedriickt werden.

Wir setzen Gy = (Vy, Ey). Dabei gilt
Vg :={x1,%1,...,2n, Tn}.
Fiir jedes mogliche Literal in ¢ enthélt G also einen Knoten. Weiter gilt
Ey :={(o,B) | ¢ enthilt die Klausel &V § oder die Klausel 5V a.}

Der Graph G driickt genau die oben beschriebenen Abhéngigkeiten zwischen den Wahrheits-
werten der Literale einer erfiillenden Belegung von ¢ aus. Ein Beispiel eines Graphen G(¢) ist
in Abbildung 4.2 dargestellt.

Abbildung 4.2: Der Graph Gy fiir ¢ = (z1 V 22) A (21 V Z3) A (Z1 V 22) A (22 V 23)

Der folgende Satz fiithrt nun die Frage, ob eine 2KNF Formel ¢ erfiillbar ist, zuriick auf einige
Erreichbarkeitsprobleme in dem gerichteten Graphen Gg. Da wir bereits wissen, dass Erreich-
barkeit in gerichteten Graphen in P liegt (siehe Abschnitt tiber die Klasse P), wird dieser Satz
zeigen, dass die Sprache 2SAT ebenfalls in P liegt.

Satz 4.1 Sei ¢ eine 2KNF Formel. ¢ ist genau dann nicht erfillbar, wenn es in ¢ eine Variable
x; gibt, so dass in Gy gerichtete Pfade von x; nach T; und von Z; nach x; existieren.

Beweis: Nehmen wir zunidchst an, das es eine Variable x; mit den beiden im Satz genannten
Pfaden gibt. Wir zeigen, dass es dann weder eine erfiillende Belegung B von ¢ mit B(xz;) = 1
noch eine eine erfiillende Belegung B von ¢ mit B(Z;) = 0 geben kann. Da aber jede Belegung
B der Variablen z; einen Wahrheitswert zuweisen muss, folgt dann, dass ¢ keine erfiillende
Belegung besitzt.

Wir zeigen nur, dass es keine erfiillende Belegung von ¢ mit B(z;) = 1 geben kann. Der andere
Fall B(x;) = 0 geht analog. Nach Voraussetzung gibt es in G einen gerichteten Pfad von x;
nach Z;. Der Pfad durchlaufe in dieser Reihenfolge die Knoten z; = a1, 2,...,0p = Z;. In G
existieren damit die Kanten (o, ®j4+1),7 =1,...,n—1. Da B(x;) =1 und B(Z;) = 0, muss es
ein j,1 < j <1—1 geben mit B(oj) = 1, B(cj+1) = 0. Dann erfiillt B die Klauseln &; V a1
und oj41 V &; nicht. Aber nach Konstruktion von Gy ist eine dieser Klauseln eine Klausel in
¢. Damit erfiillt B die Formel ¢ nicht.

Existiere nun keine Variable z;, so dass in Gy Pfade von z; nach Z; und von Z; nach z;
existieren. Wir zeigen, dass ¢ dann erfiillbar ist. Hierzu geben wir einen Algorithmus an, der
eine erfiillende Belegung findet. Eingabe ist immer eine 2KNF Formel ¢.

25AT-Belegung
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1. Solange es noch eine Variable x; gibt, der noch kein Wahrheitswert
zugewiesen wurde, wiederhole folgende Schritte.

2. Waihle eine beliebige Variable z; aus, der noch kein Wahrheitswert
zugewiesen wurde.

3. Falls in G4 kein Pfad von x; nach 7; existiert, setze den Wahrheitswert von z;
und aller Literale o, so dass der Knoten o in G von x; aus erreichbar ist,
auf 1. Die Negationen dieser Literale setze auf 0.

4. Sonst setze den Wahrheitswert aller von x; aus erreichbaren Literale
auf 0. Die Negation dieser Literale setze auf 1.

Aufgrund der Voraussetzung, dass es keine Variable in ¢ gibt, fiir die in G4 sowohl ein Pfad
von x; nach Z; als auch von Z; nach x; existiert, sowie aufgrund der Bedingung in 1. wird
jeder Variable in ¢ irgendwann ein Wahrheitswert zugeordnet. Jetzt zeigen wir zunéchst, dass
einem einmal mit einem Wahrheitswert versehenen Literal im Laufe des Algorithmus 2SAT-
Belegung kein neuer Wert zugewiesen wird. Dieses kdnnte geschehen, wenn wir in 3. oder 4.
auf ein Literal treffen, dem bereits ein Wahrheitswert zugewiesen wurde. Wir betrachten nur
den Fall, dass dieses in 3. geschieht. Die Argumentation fiir 4. ist analog.

Nehmen wir an, wir treffen in 3. auf ein Literal v, dem bereits ein Wahrheitswert zugewiesen
wurde. Nehmen wir weiter an, dass die Variable mit der 3. gestartet wurde, die Variable x ist.
Dann existiert ein Pfad von xs nach «. Nun folgt aber aus der Definition der Kantenmenge Ey
von Gy, dass in Gy eine Kante (o, 8) genau dann existiert, wenn die Kante (3, @) existiert.
Weiter folgt dann, dass zwischen zwei Knoten «, 3 in G4 genau dann ein gerichteter Pfad
existiert, wenn zwischen den Knoten 3, @& ein gerichteter Pfad existiert.

Damit ist v von x, aus genau dann erreichbar, wenn Zs von 7 aus erreichbar ist. Hat nun
bereits eine Wahrheitswert, dann auch 4. Dann wurde aber auch bereits jedem Knoten, der
von 4 aus erreichbar ist, ein Wahrheitswert zugewiesen. Da Z; von 7 aus erreichbar ist, wurde
damit s und somit xs ein Wahrheitswert bereits zugewiesen. x; hétte damit nicht ausgewéhlt
werden kOnnen, um 3. zu starten. Insgesamt schliefen wir, dass wir in 3. oder 4. nie auf ein
Literal treffen kénnen, dem bereits ein Wahrheitswert zugewiesen wurde.

Bis jetzt haben wir gezeigt, dass 25SAT-Belegung eine Belegung B der Variablen in ¢ berechnet.
Wir miissen noch zeigen, dass die Belegung ¢ erfiillt. Nach Konstruktion von 25AT-Belegung
gilt nun, dass B Literalen o, 3, die in G durch eine Kante verbunden sind, identische Wahr-
heitswerte zuweist. Ist nun C; = a; V 3; eine Klausel in ¢, so existiert in G die Kante (&, §;)-
Damit weist die durch 2SAT-Belegung berechnete Belegung B den Literalen &;, ; identische
Wahrheitswerte zu. Damit erfiillt die Belegung B die Klausel C;. Da dieses fiir alle Klauseln
in ¢ gilt, erfiillt B die Formel ¢. H]

Wie bereits oben angedeutet, konnen wir aus diesem Satz folgern, dass 2SAT in P liegt.

Korollar 4.2 Die Sprache 25AT liegt in P.

Beweis: Wir wissen, dass Erreichbarkeit in gerichteten Graphen in P liegt. Nun kénnen wir
aus einer 2KNF Formel ¢ den Graphen G¢ in polynomieller Zeit konstruieren. Ist ¢ iiber
n Variablen definiert, so konnen wir nach Satz 4.1 durch die Entscheidung von 2n Erreich-
barkeitsproblemen in gerichteten Graphen entscheiden, ob ¢ erfiillbar ist. Wir miissen also
den polynomiellen Algorithmus zur Entscheidung von Erreichbarkeit nur polynomiell hiufig

aufrufen, um zu entscheiden, ob eine 2KNF Formel entscheidbar ist. Damit liegt 2SAT in P.
Hl
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4.2 Approximationsalgorithmen - Notation

Mit einem Approximationsalgorithmus wird ein Optimierungsproblem gelést. Wir verlangen
von einem Approximationsalgorithmus immer, dass er polynomielle Laufzeit besitzt. Ein Ap-
proximationsalgorithmus muss nicht eine optimale Losung einer Instanz eines Optimierungs-
problems finden. Bei einem guten Approximationsalgorithmus wird die Giite der gefundenen
Lésung allerdings nicht sehr viel schlechter sein als die Giite einer optimalen Lésung. Ein Op-
timierungsproblem ist definiert durch eine Menge Z von Instanzen. TSP, und RSqp¢ sind
Optimierungsprobleme. Bei TSP, z.B. ist eine Instanz spezifiziert durch die Distanzmatrix
A. Zu jeder Instanz I haben wir eine Menge F'(I) von zulissigen Losungen. Bei TSPy ist
eine zuldssige Losung eine Rundreise, die jede Stadt genau einmal besucht und dann zum Aus-
gangspunkt zuriickkehrt. Weiter haben wir zu jeder zuldssigen Losung s € F(I) einen Wert
w(s) > 0. Bei TSP ist dieses die Lange der Rundreise s. Das Ziel ist es dann, bei gegebener
Instanz eine zuléssige Losung zu finden, so dass w(s) moglichst gross ist (Mazimierungspro-
bleme) oder moglichst klein ist (Minimierungsprobleme). TSP oyt ist ein Minimierungsproblem
und RSgp¢ ist ein Maximierungsproblem.

Falls w(s) € IN fiir alle zuldssigen Losungen s ist, nennen wir I ein diskretes Optimierungs-
problem.

Ein Approzimationsalgorithmus fiir ein Optimierungsproblem II ist ein Algorithmus, der bei
Eingabe einer Instanz I von II eine in |I| polynomielle Laufzeit hat, und eine zuldssige Losung
s € F(I) ausgibt. Hierbei ist |I| die Eingabegrofe der Instanz I. Wir schreiben A(I) fiir die
Ausgabe s von A bei Eingabe 1.

Bislang scheint diese Definition noch nichts mit Approximationen zu tun zu haben. Darum
noch folgende Definitionen. Sei A ein Approximationsalgorithmus fiir ein Optimierungsproblem
I1. Der Approzimationsfaktor oder die Approzimationsgiite von A bei Eingabe I ist definiert
als

w(A(]))
opt(I) ’

hier ist opt(I) der Wert einer optimalen zuldssigen Losung fiir die Instanz I.

Sa(I) =

Sei k € IR". Wir sagen, dass A Approzimationsfaktor oder Approzimationsgiite k hat, wenn
fiir jede Instanz I gilt

04(I) > k bei einem Maximierungsproblem,

d4(I) < k bei einem Minimierungsproblem.

Man beachte, dass wir bei einem Maximierungsproblem stets d4(I) < 1 haben, bei einem
Minimierungsproblem dagegen d4(I) > 1. Analog wird bei Maximierungsproblemen die Zahl
k nur Werte kleiner als 1 annehmen, bei Minimierungsproblemen dagegen nur Werte > 1. Man
beachte aufserdem, dass bei einem Maximierungsproblem ein Approximationsalgorithmus, der
Approximationsfaktor k hat, auch Approximationsfaktor k&’ hat fiir jede Zahl k' mit k' < k.
Bei Minimierungsproblemen gilt dieses fiir &', die immer gréRer sind als k. Wir haben diese
Ausdrucksweise gewéhlt, da bei vielen Approximationsalgorithmen der bestmégliche Approxi-
mationsfaktor nicht bekannt ist, sondern nur eine Abschétzung.

4.3 Das Max-Cut Problem
Wir beginnen mit einem einfachen Approximationsalgorithmus fiir das Problem MAXCUT.

Bei dem MAXCUT-Problem ist eine Instanz ein Graph G = (V, E) mit Knotenmenge V' und
Kantenmenge E. Gegeben G, so besteht die Menge der zuldssigen Losungen F'(G) fiir die
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Instanz G aus allen Teilmengen S der Knotenmenge. Die Funktion w ordnet einer Teilmenge
S die Anzahl der Kanten e € E zu, die einen Endpunkt in S und den anderen Endpunkt
in V'\ S haben. Die Funktion w soll maximiert werden. Eine Teilmenge S der Knotenmenge
V eines Graphen werden wir als Schnitt bezeichnen. Die Kanten zwischen S und V' \ S sind
die Schnittkanten, ihre Anzahl die Gréfle des Schnitts. Beim Problem MAxCuT wird also zu
gegebenem Graphen G ein maximaler Schnitt gesucht.

Betrachte den Graphen in Abbildung 4.3. Der Schnitt S = {1,4,5} hat Grosse 5, wihrend
S = {3,4} Grosse 6 hat. Dies ist auch gleichzeitig der groftmogliche Schnitt, wie man sich
leicht iiberlegen kann. Die Schnittkanten sind jeweils rot gezeichnet. Der folgende Algorithmus

w(S) =5 (5) w(S)=6

o«
%
o

Abbildung 4.3: Schnitte in Graphen

LI (local improvement) ist ein Beispiel fiir die Technik der lokalen Verbesserung, einer Stan-
dardtechnik fiir Approximationsalgorithmen. Man beginnt mit einer beliebigen Menge S (z.B.
S = (); solange es noch einen Knoten v € V' gibt, dessen Hinzunahme zu S, bzw. Wegnahme
aus 5, den aktuellen Schnitt vergréfern wiirde, wird S entsprechend angepasst. Sobald kei-
ne solchen lokalen Verbesserungen mehr moglich sind, wird die aktuelle Menge S als Losung
ausgegeben.

Um den Algorithmus formal schén aufschreiben zu kénnen, bendtigen wir noch die Notation
der symmetrischen Differenz SA{v}, gegeben durch

[ Su{v}, fallsv¢g S
SO{v} = { S\ {v}, andernfalls -

Algorithmus LIyaxcur
Eingabe: Ein Graph G = (V, E)
1. S:=0,T:=V
2. Solange es ein v € V gibt, so dass w(SA{v}) > w(S)
3. Setze S := SA{v}.
4. Ausgabe S.

Der Algorithmus ist polynomiell in der Grofke der Kodierung von G, denn es gibt hichstens ||
Schleifendurchldufe (jedes mal wird der Schnitt um mindestens eine Kante vergrofert). Der
Test, ob w(SA{v}) > w(S) gilt, geht natiirlich auch in polynomieller Zeit fiir jeden Knoten v.

Satz 4.3 Algorithmus Llyiaxcur hat Approzimationsfaktor 1/2.
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Beweis: Sei (S,T') der von LIyiaxcyr berechnete Schnitt. Dann gilt fiir jeden Knoten v € V,
dass mindestens die Hélfte der zu v inzidenten Kanten Schnittkanten bzgl. S sind. Andernfalls
wire SA{v} ein grokerer Schnitt als S, was im Widerspruch dazu steht, dass LI die Menge S
ausgegeben hat. Dann gilt aber, dass mindestens die Hilfte aller Kanten Schnittkanten bzgl.
S sind. Das heifst, es gilt

LIMAXCUT(G) - ’LU(S) > ‘E‘/Q > Opt(G)/27

denn die Gesamtanzahl aller Kanten ist sicherlich eine obere Schranke fiir die maximale
Schnittgrofe. Daraus folgt dann
LIMAXCUT(G) > 1
opt(G) T 27

was den Satz beweist, da diese Ungleichung fiir jeden Graphen (also jede Instanz des Max-Cut
Problems) gilt. =]

Ein immer wiederkehrendes Muster in den Analysen der Giite von Approximationsalgorithmen
kann an diesem Beweis schon gut aufgezeigt werden. Wir wollen die Losung eines Approxi-
mationsalgorithmus mit einem optimalen Wert vergleichen, den wir aber gar nicht kennen!
Wir brauchen daher gute Schranken fiir diesen optimalen Wert. Das Finden solcher Schranken
ist haufig der entscheidende Punkt in den Analysen von Approximationsalgorithmen. Um bei
einem Maximierungsproblem einen Approximationsfaktor herleiten zu kénnen, bendtigen wir
eine obere Schranke fiir den Wert einer Optimallosung. Bei Minimierungsproblemen hingegen
hilft uns nur eine untere Schranke weiter. Die obere Schranke, die wir im Fall von Max-Cut
verwendet haben, ist véllig offensichtlich und ergibt sich direkt aus dem Problem, denn es gilt
immer opt(G) < |E|.

Bevor wir zu weiteren Approximationsalgorithmen kommen, ein kleiner Exkurs iiber Max-Cut.
Ko6nnen wir nicht vielleicht sogar einen maximalen Schnitt in polynomieller Zeit berechnen?
Dieses ist aller Voraussicht nach nicht der Fall. Die Sprache

Cut := {(G, k) | G besitzt einen Schnitt der Grofe mindestens k}

ist NP-vollsténdig. Wir werden dieses allerdings nicht beweisen. Kénnte nun Max-Cut optimal
in polynomieller Zeit gelést werden, so wéire Cut € P und es wiirde P = NP folgen.

4.4 Das Problem des Handlungsreisenden

Wir wollen einen Approximationsalgorithmus fiir einen wichtigen und interessanten Spezial-
fall des Problems des Handlungsreisenden beschreiben. Wir nennen dieses Problem ETSP.
Gegeben ist wie beim allgemeinen TSP eine Landkarte mit n Stédten, die diesmal die Namen
S1,-.-,8p tragen. Die Stddte s; entsprechen Punkten in der euklidischen Ebene IR2. Die Entfer-
nung d;; = dj; zwischen den Stiddten s;, s; ist gegeben durch die euklidische Distanz zwischen
den Stédten s;, s;. Die Entfernungen zwischen den Stédten sind in einer n xn-Matrix A = (d;;)
zusammengefasst, wobei d;; € IN, d;; = 0 und d;; = dj; gilt. Gesucht ist dann eine kiirzeste
Rundreise durch alle s;. Hierbei konnen wir eine Rundreise auffassen als eine Permutation 7
der Zahlen 1,...,n. Die zu m gehdrige Rundreise beginnt und endet in s;(1) und s(; ist die
i-te Stadt auf der Rundreise.

In der Terminologie, die zu Beginn dieses Abschnitts eingefiihrt wurde, ist eine Instanz [
von ETSP gegeben durch n Punkte s; € IR%2,i = 1,...,n, und durch die Distanzmatrix A,
die die euklidischen Abstéinde zwischen den Punkten s; enthdlt. Die Menge der zuldssigen
Lésungen fiir die Instanz I ist die Menge der Permutationen der Zahlen 1,..., n. Es soll dann
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die Funktion w minimiert werden, wobei fiir eine Permutation 7 die Funktion w definiert ist

durch .
w(m) = (Z dﬂ(i)ﬂr(iﬂ)) + dr(n),(1)-
=1

Gesucht ist ein 7, das w minimiert.

Um unseren Approximationsalgorithmus fiir ETSP zu beschreiben, bendtigen wir noch zwei
Begriffe aus der Graphentheorie. Aus der Vorlesung “Datenstrukturen und Algorithmen” erin-
nere man sich, dass ein Spannbaum in einem Graphen G = (V| F) ein Baum 7" auf den Knoten
in V ist, so dass jede Kante in T in der Kantenmenge E von G enthalten ist. In einem ge-
wichteten Graphen ist das Gesamtgewicht eines Spannbaums die Summe der Kantengewichte
der Kanten des Baumes. Ein minimaler Spannbaum ist dann ein Spannbaum mit minima-
lem Gesamtgewicht. Ein minimaler Spannbaum einer Punktemenge im IR? ist ein minimaler
Spannbaum fiir den vollstandigen Graphen zwischen diesen Punkten, wobei das Gewicht einer
Kante durch die euklidische Distanz zwischen den Endpunkten der Kante gegeben ist. Ein mi-
nimaler Spannbaum in einem Graphen mit m Kanten kann in Zeit O(mlogm) Zeit gefunden
werden. Der Algorithmus von Kruskal z.B. erreicht diese Laufzeit.

Ein Euler-Kreis in einem Graph G = (V, E) ist ein Kreis, der jede Kante genau einmal enthélt.
Anders als bei Hamiltonschen Kreisen ist es leicht zu entscheiden, ob ein Graph einen Euler-
Kreis besitzt. Es gilt ndmlich

Lemma 4.4 Fin Graph G = (V, E) besitzt genau dann einen FEuler-Kreis, wenn jeder Knoten
iV geraden Grad besitzt. Dabei ist der Grad eines Knotens i die Anzahl der Kanten in G,
in denen i enthalten ist.

Nun kénnen wir den Approximationsalgorithmus fiir ETSP beschreiben. Der Algorithmus
erwartet als Eingabe eine Instanz I von ETSP spezifiziert durch n Punkte s1,...,s, € IR?
und die Distanzmatrix A.

Algorithmus MSB

1. Berechne einen minimalen Spannbaum 7" auf den Punkten s1,..., s,.

2. Konstruiere aus T den Graphen H, in dem jede Kante in T" verdoppelt wird.

3. Finde in H einen Euler-Kreis K.

4. Berechne die Reihenfolge sy (1), ..., Sx(,) der ersten Auftritte der Knoten sy,...,s, in K.

5. Gib 7 = (7(1),7(2),...,m(n)) aus.

Zu diesem Algorithmus einige Bemerkungen. Eigentlich haben wir bei Graphen keine doppelten
Kanten zugelassen. Um den Algorithmus MSB kurz beschreiben zu kénnen, haben wir in
der Beschreibung von MSB eine Ausnahme gemacht und lassen beim Graphen H doppelte
Kante zu. Da wir H aus T durch Verdoppeln jeder Kante erhalten, hat dann in H jeder
Knoten geraden Grad. Damit besitzt H nach Lemma 4.4 einen Eulerkreis. Dieser kann in
polynomieller Zeit gefunden werden. Da auch ein minimaler Spannbaum in polynomieller Zeit
gefunden werden kann, ist MSBalso ein Approximationsalgorithmus. In Abbildung 4.4 ist das
Verhalten von MSB an einem Beipiel mit 8 Stadten illustriert. Die Reihenfolge der Stadte auf
dem Eulerkreis ist

S1, 85, 82, 83, S2, 84, S2, 86, S7, 56, S8, 56, S2, S5, S1.
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Die Reihenfolge der ersten Auftritte ist dann

S1, 85, 82, 83, S4, 56, S7, 58-

Abbildung 4.4: Beispiel fiir Berechnung einer Rundreise mit Algorithmus MSB.

Satz 4.5 MSB hat Approzimationsgiite 2.

Beweis: Sei opt(/) die Lange einer optimalen Rundreise R. Sei |T'| das Gewicht des mini-
malen Spannbaumes 7', der in MSB berechnet wird. Durch Entfernen einer beliebigen Kante
wird R zu einem Spannbaum. Daher gilt |T'| < opt([). Die Gesamtlidnge der Kanten in H ist
daher hochstens 2opt([). Daher hat der Eulerkreis K hochstens Gesamtgewicht 2opt(I). Die
Rundreise MSB(I) entsteht aus K, indem “Abkiirzungen” genommen werden. Da fiir die eu-
klidische Distanz in der Ebene die Dreiecksungleichung gilt, erhalten wir |[MSB(I)| < 2opt({).

Schrénken wir das Entscheidungsproblem TSPey ein auf Instanzen (A, L), wobei A wie bei
ETSP die Distanzmatrix mit den euklidischen Absténden zwischen Stddten in der euklidi-
schen Ebene IR? ist, erhilt man das Entscheidungsproblem ETSPey. Es kann gezeigt werden,
dass auch dieses ein NP-vollstdndiges Problem ist. Wir kénnen daher keinen polynomiellen
Algorithmus erwarten, der ETSP optimal 16st.

4.5 Das Rucksackproblem

Eine Instanz des Rucksackproblems RSqp¢ ist definiert durch positive Werte wy, ..., w, und
positive Gewichte gi,..., gy, sowie eine Schranke g. Zuldssige Losungen sind Teilmengen
I C{1,...,n} mit Zgj < g. Gesucht ist eine zuldssige Losung I C {1,...,n}, die ij

jeI jel
maximiert.

Wir nehmen ohne Beschrénkung der Allgemeinheit im Weiteren an, dass g; < g gilt fiir alle
J, denn Gegenstinde, die zu schwer fiir den Rucksack sind, kénnen von vornherein von der
Betrachtung ausgenommen werden.

Da RSent NP-vollstéindig ist, ist das Auffinden einer optimalen Lésung fiir das Rucksack-
Problem schwer. Trotzdem wollen wir mit einem exakten Algorithmus fiir das Problem begin-
nen. Dieser wird spéter in geeigneter Weise als Baustein fiir den Approximationsalgorithmus
verwendet. Die Idee ist Dynamisches Programmieren.

Hierzu definieren wir fiir j = 1,...,n und ¢ ganzzahlig den Wert

Fy(1)
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als das minimale Gewicht einer Teilmenge der ersten j Gegenstinde mit Gesamtwert min-
destens 7 (falls es keine solche Teilmenge gibt, setzen wir Fj(i) auf oo). F),(i) gibt also an,
wie schwer der Rucksack des Diebes mindestens sein muss, damit die Diebesbeute den Wert ¢
erreicht. Daraus bekommen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.6 Sei opt die optimale Losung des Rucksackproblems (d.h. der Wert einer optima-
len Teilmenge von Gegenstinden). Dann gilt

opt = max{i | F,,(i) < g}.

Zum Beweis iiberlegt man sich folgendes: sei ig das Maximum. Dann gilt F,(ip) < g, d.h.
nach Definition, dass es eine Teilmenge von Gegenstinden gibt, die in den Rucksack passt und
mindestens Wert ip hat. Es gilt also opt > iy. Andererseits ist F,(ig + 1) > g, d.h. um Werte
grober als ig zu erreichen, miisste der Dieb seinen Rucksack iiberladen, was nicht erlaubt ist.
Also gilt opt = ig.

Nach der Beobachtung reicht es also aus, das entsprechende Maximum zu berechnen. Dabei
hilft folgendes

Lemma 4.7

1. F;(i) =0 fiiri < 0.

2. Fy(i) = o0 fiiri > 0.

3. Fj(i) = min(Fj_1(@), 9; + Fj—1(i — wj)) fiir i,5 > 0.
Beweis:

1. Wenn der Wert des Diebesgutes nicht positiv sein muss, ist die gewichtsminimale Teil-
menge, die dies erreicht, offenbar die leere Menge, und die hat Gewicht 0.

2. Wenn der Wert des Diebesgutes positiv ist, die Auswahl der Gegenstdnde aber aus der
leeren Menge erfolgen soll, so gibt es keine Losung und Fy(i) = oo gilt nach Definition.

3. Um eine gewichtsminimale Teilmenge der ersten j Gegenstiande mit Wert mindestens ¢
zu finden, kann man wie folgt vorgehen. Man bestimmt einerseits die gewichtsminimale
Menge 51, die den j-ten Gegenstand nicht enthilt, andererseits die gewichtsminimale
Menge Ss, die ihn enthilt. Dann wihlt man diejenige mit dem kleineren Gewicht aus.
S1 hat Gewicht Fj_1(7), wihrend Sy Gewicht g; + Fj_1 (¢ — w;) hat. Denn in diesem Fall
muss aus den ersten j — 1 Gegenstanden nur noch der Wert i — w; erreicht werden, weil
der j-te Gegenstand schon Wert w; hat. Daraus folgt sofort die Formel.

Hl

Zum Berechnen von opt werten wir nun solange Funktionswerte von F' aus, bis wir das kleins-
te ¢ mit F,(i) > ¢ gefunden haben. i — 1 ist dann das gesuchte Optimum. Mit Hilfe des
Lemmas kann diese Auswertung so geschehen, dass man zur Berechnung des jeweils aktuel-
len Funktionswerts nur auf bereits berechnete (und in einem zweidimensionalen, mit j und 4
parametrisierten Feld gespeicherte) Funktionswerte zuriickgreifen muss.

Im folgenden Algorithmus nehmen wir an, dass die Werte Fj(7) fiir j = 0 und ¢ < 0 (siehe Teil
(i) und (ii) des Lemmas) bereits bekannt sind.
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ExactKnapsack

1. Setze i :=0

2. Wiederhole die folgenden Schritte bis F,,(i) > g

3. Setze i :=1+1
4. Firj:=1...,n
5. Setze Fj(i) = min(F;_1 (), g; + Fj—1(i — wj))

6. Ausgabe ¢ — 1.

Um die Laufzeit des Algorithmus abzuschétzen, beobachten wir, dass es opt + 1 Durchldufe
der dukeren Schleife gibt, wobei jeder Durchlauf eine Addition und eine Minimumsberechnung
benotigt. Num gilt nach Voraussetzung in jedem Schleifendurchlauf g; < g und Fj_1(i —w;) <
g. Damit bendotigt jeder Durchlauf der duferen Schleife Zeit O(n - log(g)). Insgesamt ergibt
sich also

Satz 4.8 Algorithmus ExactKnapsack hat Laufzeit polynomiell in opt und der Eingabegrifie.

Auf den ersten Blick mag dies wie ein polynomieller Algorithmus aussehen. Das ist aber nicht
der Fall, denn opt ist im allgemeinen exponentiell in der Fingabegrofe. Diese ist von der
Grofenordnung

n

O 2(logwj+loggj)+logg ,
j=1

denn die Eingabezahlen liegen im Standardmodell binér codiert vor. opt hingegen kann Werte

bis zu
n
> w
=1

annehmen, was exponentiell in der Eingabegrofe ist, falls die Gewichte g; und die Rucksack-
kapazitdt g nicht sehr viel grofer als die Werte w; sind.

Die Idee des folgenden Approximationsalgorithmus ScaledKnapsack ist dann auch, aus dem
urspriinglichen Problem ein ‘skaliertes’ Problem zu konstruieren, bei dem die optimale Losung
so klein ist, dass sie mit Hilfe von ExactKnapsack in polynomieller Zeit bestimmt werden
kann. Man muss dann nur noch zeigen, dass daraus dann auch eine verniinftige Lésung fiir das
urspriingliche Problem konstruiert werden kann.

Der Algorithmus hat aufser einer Instanz des Rucksackproblems noch einen Eingabeparameter
g > 0, mit dem die Approximationsgiite kontrolliert wird. Ziel wird es sein, Approximations-
giite 1 — € zu erreichen.

ScaledKnapsack
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1. Setze Wpae := max{w;,j =1,...,n}.
2. Wahle k := max(1, |ewmaz/n])
3. Fiir j =1,...n, setze wj(k) := |w;/k]

4. Berechne opt(k) und S(k), die optimale Losung und optimale Teilmenge
des Rucksackproblems mit Werten w;(k) (und unverinderten g; sowie g)
mit Hilfe von ExactKnapsack.

5. Gib opt™ := 3 gy Wy als Losung aus

Es ist klar, dass die Menge S(k) eine zuldssige Losung auch fiir das urspriingliche Problem ist,
denn die Gewichte und die Rucksackkapazitit haben sich ja nicht verdndert.

Nun kénnen wir die Giite von ScaledKnapsack abschétzen.

Satz 4.9 ScaledKnapsack(e) hat Approzimationsgiite 1 — ¢.

Beweis: Sei S die optimale Teilmenge fiir das urspriingliche Problem. Dann gilt

opt* = Z w;
)

jes(k

_ wj

— kz k:
JjeS(k)

> kY |
JjES(k)

Dt

j€S

v

denn S(k) ist ja optimal (insbesondere also besser als S) beziiglich der skalierten Werte w; (k) =
|wj/k]. Es gilt dann weiter

*

v

ws
opt kZL#J
jes
Wi
£ (%)
JjeS
= Y (wj—k)
jes
= opt —k|S|

k|S| kn
= opt|l———) >opt|1l— )
opt Wmazx

denn |S| < n und opt > Wy, weil nach der Annahme g; < g fiir alle j der wertvollste
Gegenstand eine untere Schranke fiir den optimalen Rucksackwert darstellt.

v

Es bleibt noch zu zeigen, dass aus dieser Herleitung opt* > opt(1 — ¢) folgt. Dazu machen wir
eine Fallunterscheidung. Falls £ = 1, so wurde das urspriingliche Problem gar nicht skaliert,
und es gilt sogar opt* = opt. Falls k = |ewpas/n], so folgt daraus sofort

kn
<eg,

Wmax

was die Behauptung impliziert. Hl
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Die gewiinschte Approximationsgiite haben wir also erreicht; es bleibt noch zu zeigen, dass
der Algorithmus fiir festes ¢ auch wirklich polynomielle Laufzeit hat (sonst wére er gar kein
Approximationsalgorithmus in unserem Sinne).

Satz 4.10 ScaledKnapsack(e) hat Laufzeit polynomiell in der Eingabegrofie und in 1/¢.

Beweis: Der entscheidende Term in der Laufzeit wird der Aufruf von ExactKnapsack fiir
das skalierte Problem sein. Neben diesem Aufruf werden noch die Werte k& und w;(k) =
|w;/k] bendtigt. Diese Anweisungen zusammen verursachen Kosten die polynomiell in der
Eingabegrofe und polynomiell in log(1/e) sind.

Die Laufzeit von ExactKnapsack ist nun nach Satz 4.8 polynomiell in der Eingabegréfse der
skalierten Rucksackinstanz und in opt(k). Die Eingabegrofe der skalierten Rucksackinstanz
kann nun nicht grofer sein als die der urspriinglichen Instanz. Es bleibt daher noch die Grofe
von opt(k) zu bestimmen. Nun opt(k) kann nicht grofer sein als die Summe aller skalierten
Werte, insbesondere nicht grofer als n-mal der maximale skalierte Wert |wmax/k]-

Nun zeigen wir, dass wmax/k < 2n/e gilt. Hieraus folgt dann die Aussage des Satzes. Um die
Abschitzung zu zeigen, beobachten wir zunéchst, dass aus der Definition k := [ewmax/n] die
Ungleichung ewmax/n < k + 1 folgt. Damit gilt weiter

EWmax 1
T max 14+ =
kn < * k)

Wmax n 1
—(1+-=].
k <s<+k>

Da k > 1 folgt somit, wie gewiinscht,

und schlieklich

Wmax < 2n

k e’

Hl

Es ist natiirlich nicht iiberraschend, dass die Laufzeit von ¢ abhéngt und mit € — 0 beliebig
grols wird. Wichtig ist, dass sich fiir festes € ein polynomieller Algorithmus ergibt — in diesem
Fall ein O(n?)-Algorithmus. Die Abhiingigkeit von 1/¢ ist polynomiell, sie kann aber in einem
anderen Fall genausogut exponentiell sein, etwa von der GréRenordnung O(n'/). Auch dann
gilt noch, dass man fiir festes € einen polynomiellen Algorithmus hat.

4.6 Ein Unmoglichkeitsergebnis

Nun zeigen wir, dass man fiir bestimmte Optimierungsprobleme auch nachweisen kann, dass sie
hart zu approximieren sind, es sei denn, P = NP. Konkret zeigen wir, dass die Dreiecksunglei-
chung tatséchlich wesentlich ist, um das Problem des Handlungsreisenden gut approximieren
zu konnen.

Satz 4.11 Wenn es einen polynomiellen Approzimationsalgorithmus A mait konstanter Appro-
rimationsgite v fir das allgemeine TSPy Problem gibt, dann ist P = NP.

Beweis: Wir nehmen an, dass es einen polynomiellen Approximationsalgorithmus A mit Ap-
proximationsgiite » € IN gibt, und formen daraus ein Programm, das das N P-vollstindige
Hamiltonkreis Problm in Polynomialzeit 16st. Was wir also machen werden, ist, das Entschei-
dungsproblem Hamilton in Polynomzeit auf folgende Variante des TSPy, die wir TSPr]
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nennen, zu reduzieren: "Lose TSPyp mit Approximationsgiite r". Also: Hamilton <, TSP|r]
fiir alle » € IN.

Sei ein ungerichteter Graph G = (V, E) gegeben, fiir den die Frage “Hat G einen Hamilton-
kreis?” zu beantworten ist. Wir konstruieren zu G eine Probleminstanz Ig fiir TSP .

Sein = |V|. Wir setzen Ig = (K, ¢) mit: K, ist der vollstdandige Graph iiber der Knotenmenge

V und
1 falls {u,v} € £

c(u,v) = { [(r=1)-n]+2 falls {u,v} ¢ E

Sie Kanten mit Gewicht [(r — 1) - n] 4+ 2 nennen wir lange Kanten und die anderen kurze
Kanten. I kann offensichtlich in Polynomzeit aus (G) berechnet werden, und es gilt:

(a) Hat G einen Hamiltonkreis, so hat die kiirzeste Rundreise in I¢ die Linge n, da jeder
Kante des Hamiltonkreises in G eine kurze Kante in Ig entspricht.

(b) Hat G keinen Hamiltonkreis, dann hat die kiirzeste Rundreise in I eine Lénge von
mindestens
[(r—=1)-n]+24n—-1>@r—-1)n4+n+1>r-n,

da in jeder Rundtour mindestens eine lange Kante vorkommen muss.

Aus den beiden Beobachtungen folgt, dass I grundsétzlich keine zuldssige Lésung o haben
kann mit ¢(o) € {n+1,...,[r-n]}, d.h. eine zulédssige Losung, deren Linge zwischen n + 1
und 7 - n liegt. Zwischen diesen beiden Werten haben wir also ein Loch.

Wir benutzen den folgenden Algorithmus, um Hamilton zu 16sen. Er verwendet Algorithmus
A also Unterprogramim:

Algorithmus ENTSCHEIDE _HAMILTON:

transformiere GG in I
approximiere mithilfe von A die kiirzeste Rundreise in I
if A(Ig) >7r-n

then gib aus “G hat keinen Hamiltonkreis”

else gib aus “G hat einen Hamiltonkreis”

Die Korrektheit der if-then-else-Anweisung folgt daraus, dass A eine Approximationsgiite von
r garantiert. Wenn also G einen Hamiltonkreis hat, muss A(Ig) < r-n sein. Da es aber, wie
oben erwihnt, in Ig iiberhaupt keine Rundreise mit dieser Linge geben kann aufer einer der
Lange n, muss A diese optimale Rundreise, die einem Hamiltonkreis in G entspricht, gefunden
haben. Damit hitten wir aber einen polynomiellen Algorithmus fiir Hamilton, woraus aufgrund
der NP-Vollsténdigkeit von Hamilton folgen wiirde, dass P = NP. Hl

4.7 Approximationsschemata

Wenn sich ein Problem — so wie das Rucksackproblem hier — beliebig gut approximieren lisst,
so sagen wir, das Problem besitzt ein Approximationsschema. Formal definieren wir dieses wie
folgt.

Definition 4.12 Ein Approzimationsschema A fiir ein Optimierungsproblem ist ein Algorith-
mus, der bei Fingabe € mit 0 < € < 1 das gegebene Problem mit Approximationsgiite

1 — € bei Maximierungsproblemen
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bzw.
1+ € bei Minimierungsproblemen

l6sen kann.

e Ein Approximationsschema A ist ein polynomielles Approzimationsschema (engl. polyno-
mial time approzimation scheme, oder PTAS), wenn A fiir jedes konstante € eine Laufzeit
hat, die polynmiell in der Grofe der Instanz ist.

e Ein Approximationsschema A ist ein streng polynomielles Approzimationsschema (engl.
fully polynomial time approximation scheme, oder FPTAS), wenn A fiir jedes € eine
Laufzeit hat, die polynmiell in der Grofe der Instanz und 1/€ ist.

Beim PTAS sind Laufzeiten der Form O(|I]Y/€) fiir Instanzen I erlaubt, da das immer noch
eine polynomielle Laufzeit bei konstantem e ergibt. Fiir ein FPTAS wére solch eine Laufzeit
aber zu hoch. Eine akzeptable Laufzeit fiir ein FPTAS wiire z.B. O((1/¢)3|I|?). Aufgrund von
Satz 4.10 wissen wir, dass das Rucksackproblem ein FPTAS und damit auch ein PTAS besitzt.

Die Angabe von € verliangert die Eingabe fiir ein FPTAS lediglich um ©(log(1/¢)) Bits. Trotz-
dem erlauben wir, dass die Laufzeit des FPTAS polynomiell in 1/e und nicht polynomiell in
log(1/e) ist. Wiirden wir fordern, dass die Laufzeit eines FPTAS O(poly(|I|,log(1/€))) ist,
wiirde die Existenz eines solchen FPTAS fiir ein diskretes Optimierungsproblem II, dessen
Entscheidungsvariante NP-vollstindig ist, bedeuten, dass P = NP ist.

Betrachte dafiir eine Instanz I’ = (I, k) der Entscheidungsvariante und setze e = 1/2/'l. Dann
ist offensichtlich e < 1/k. Ist nun opt(I) > k, dann ist (1 — €)opt(I) > k — 1 und damit die
Ausgabe des FPTAS mindestens k, da wir hier ein diskretes Optimierungsproblem betrachten.
Ist aber opt(I) < k, dann muss offensichtlich auch die Ausgabe des FPTAS kleiner als k sein. Da
das FPTAS eine Laufzeit von O(poly(|I],1og(1/€))) = O(poly(|I’|)) hat, wire damit I’ = (I, k)
in polynomieller Zeit fiir den Fall “Ist opt(I) > k7" entscheidbar. Analoges gilt fiir den Fall
“Ist opt(I) > k7”. D.h. das entsprechende Entscheidungsproblem kénnte in polynomieller Zeit
gelost werden, was bedeuten wiirde, dass P = NP ist. Ist die Entscheidungsvariante bereits
fiir konstante Vergleichswerte (d.h. fiir Vergleichswerte, die nicht Teil der Eingabe sind) NP-
vollstandig, folgt daraus der folgende Satz.

Satz 4.13 Sei Il ein diskretes Optimierungsproblem und sei fiir ein festes k € IN die Entschei-
dungsvariante “Ist zur Eingabe I von I1 der Wert opt(I) < k?” falls I1 ein Minimierungsproblem
ist, bzw. “Ist zur Eingabe I von I1 der Wert opt(1) > k?” falls 11 ein Mazimierungsproblem ist,
NP-vollstindig. Gibt es ein PTAS fiir I1, dann ist P = NP.

Beweis: Ein PTAS reicht in diesem Fall, da eine konstante Approximation von opt(/) € IN
ausreicht um entscheiden zu konnen, ob opt(l) < k bzw. opt(I) > k ist. H]

Offensichtlich gehort das Rucksackproblem nicht zu diesen Optimierungsproblemen. In der
Tat reicht es beim Rucksackproblem, wenn die grofste Zahl der gegebenen Instanz I, welche
wir auch mit maxnr(/) bezeichnen, polynomiell grofs in |I| ist, damit RS,p¢ und damit auch
RSent in polynomieller Zeit geldst werden kann. Dagegen bené&tigt das Hamilton Problem keine
Gewichte und ist trotzdem NP-vollstdndig. Man unterscheidet daher zwischen zwei Klassen
von NP-vollstandigen Problemen.

Definition 4.14 Ein NP-vollstindiges Entscheidungsproblem L heikt stark NP-vollstindig,
wenn es ein Polynom ¢ gibt, so dass Ly = {I | I € L und maxnr(/) < ¢(|I|)} NP-vollsténdig
ist. Gibt es kein solches Polynom, dann heifft L schwach NP-vollstindig.

Beispiele:
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e Die Entscheidungsprobleme Hamilton und Clique sind stark NP-vollstandig, da ¢(n) = n
ausreicht.

e Das Entscheidungsproblem TSPy ist stark NP-vollsténdig, da wir im Beweis von Satz 4.11
gesehen haben, dass Hamilton <, TSP[r] fiir alle € IN und damit TSP[r] bereits NP-
vollstandig ist.

e RSyt ist schwach NP-vollstindig, wie wir oben festgestellt haben.

Allgemein besteht eine enge Beziehung zwischen starker NP-Vollstindigkeit und der Unmog-
lichkeit, ein FPTAS anzugeben.

Satz 4.15 Sei II ein diskretes Optimierungsproblem. Wenn es ein Polynom q(x1,x2) gibt, so
dass fir alle Instanzen I gilt, dass opt(I) < q(|I|, maznr(l)) ist, dann folgt aus der Eris-
tenz eines FPTAS fir 11, dass es einen pseudopolynomiellen exakten Algorithmus (d.h. einen
Algorithmus mit Laufzeit O(poly(|I|, maznr(1)))) fir I1 gibt.

Wenn maxnr(I) durch ein Polynom nach oben beschrénkt ist, dann ergibt dieser Satz natiirlich
eine polynomielle Laufzeit fiir den exakten Algorithmus, was uns unmittelbar zu folgender
Aussage fiihrt.

Satz 4.16 Wenn es fiir eine diskrete Optimierungsvariante eines stark NP-vollstindigen Pro-
blems ein FPTAS gibt, dann ist P = NP.

D.h., dass es z.B. fiir Hamilton und Clique kein FPTAS geben kann, es sei denn P = NP.
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