Berechenbarkeit

Gesucht: Einfaches aber universelles Rechenmodell

F
s
Fa

e Einfach: erlaubt formale Analyse

e Universell: kann alle (durch beliebige andere realistische
Rechenmodelle) berechenbaren Probleme I6sen
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Von Neumann Modell

i; _» Rechnungen

|

Speicher (Programm und Daten)

WS 2019/20 Turingmaschinen



WS 2019/20

Turingmaschine

Programm
Kontrolle
Lesekopf
>10[1]1]0]1(1
Daten

Turingmaschinen




Turingmaschine

Zustand g
Kontrolle
Lesekopf

«— | —
v

>|011(1(0([1][1

b T

Startsymbol gelesenes Zeichen

WS 2019/20 Turingmaschinen



Turingmaschine - Definition

Definition 2.1 Eine deterministische 1-Band Turingmaschine
(DTM) ist ein 4-Tupel (Q,%, T, 8), wobei Q, Z,T" endliche Mengen
sind. Weiter gilt

1. Qistdie Zustandsmenge mit 04,0 ,ccept:Areject € Qs
qaccept¢ qreject'

Zustandsmenge fest!

2. Y ist das Eingabealphabet, U,>¢g X.

3. T'ist das Bandalphabet, 2CTI", U,>€l".

4. 8 QYU acceptUrejecttXI = QXIx{L,R} ist die Ubergangs-
funktion.

Programm
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Turingmaschine — Notation, Einschrankungen

" go = Startzustand, Qe = akzeptierender Zustand,

Qreject = ablehnender Zustand

* L= Blank, >= Startsymbol

*Flralleqge Q,aela#p>:
6(g,a)=(p,b,D) mit b#p>,D e{L,R}, p € Q.

= Flir alleq € Q \{Qaccept’qreject} :
o(q, >)=(p, >R), p € Q.

* Rechenschritt : = einmalige Anwendung von 9.
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Turingmaschine — schematische Darstellung

Anwendung von 6(q,,0) =(q,,1,L)

d

Lesekopf
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Turingmaschine — schematische Darstellung

Anwendung von 6(q,,0) =(q,,1,L)

44

Lesekopf
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Turingmaschine — schematische Darstellung

Was passiert, wenn &(q,,0) nicht definiert ist?

d

Lesekopf

Dann halt die TM (was immer fUr q,ccept:Qreject 911T!).
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Turingmaschine — Beispiel
" Q={00,01,92:93}» Aaccept = U2+ Areject = -
Y ={a}, I'={a,u,>}
» 9 ist definiert durch die folgende Tabelle

) a > L
do (q,aR) (d0,>.R)  (93U,R)
4, (q,,aR) (q;,>.R)  (9,U,R)
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Turingmaschine - Berechnung

DTM M = (Q,X.,I',6). Berechnung bei Eingabe w e X
= startet im Zustand q,, mit Bandinhalt >w und Lesekopf
auf >,

= wendet in jedem Rechenschritt Ubergangsfunktion & an,

" bis Zustand q,ccept OdEr Qpgjecy €rreicht wird bzw. im Allg.
Situation (qg,a) erreicht wird, fur die 8(g,a) undefiniert ist
(d.h. M halt),

» sonst Endlosrechnung.
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Turingmaschine — Beispiel
" Q =1{00,01,92:93} Taccept = U2+ Ureject = Ua-
Y ={a}, I'={a,u,>}
» 9 ist definiert durch die folgende Tabelle

) a > L
do (q,aR) (d0,>.R)  (93U,R)
4, (q,,aR) (q;,>.R)  (9,U,R)
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Turingmaschine - Konfigurationen

DTMM=(QXT,8), aBel”qeQ.

M ist in Konfiguration K = aqB, wenn gilt:

= auf dem Band der DTM M steht a3, gefolgt von Blanks,

= M befindet sich im Zustand q,

= der Lesekopf von M steht auf dem ersten Symbol von B.

B kann auch Blanks am Ende enthalten.
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Turingmaschine - Konfigurationen

Konfiguration >1011qg,01111L1

Gy
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Nachfolgekonfigurationen

DTM M = (Q,X,I',d). Konfigurationen K,,K, von M

= Konfiguration K, fuhrt zu Konfiguration K, genau dann,
wenn die DTM M durch einen Rechenschritt aus K; zu K,
gelangt (wir schreiben auch K; - K,).

= Sagen auch, dass K, Nachfolgekonfiguration von K ist.

WS 2019/20 Turingmaschinen 15



Nachfolgekonfigurationen
DTMM=(Q,XI\$).abcel,aBel,gpeO.
= K;=aaq;bp fuhrt zu K,=aqg;ac, wenn

5(d;,b) = (g;.c.L).
" K;=aaq;bp fuhrt zu K,=aacq;, wenn

8(q,b) = (q;,C.R).

" K;=q;bp und b =p>, so muss 8(q;,b) =(q;,>,R) gelten,
also K, =>q;B.

WS 2019/20 Turingmaschinen
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Nachfolgekonfigurationen

Anwendung von 6(q;,b)=(q;,c,L) in kleinen Schritten:

of \ —> of \
aabp @ aacp
q \ < | \

cacp cacf
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Berechnungen und Konfigurationen
DTMM=(Q,XTI,8),w e X

* Eingabe fur M ist w, dann heif3t gq,>w Startkonfiguration.
" K=aqp heildt akzeptierende Konfiguration, falls g = q,¢cept-

= K =agp heildt ablehnende Konfiguration, falls g = qject-

= Berechnung von M bei Eingabe w fuhrt zu Folge K;,K,,...
von Konfigurationen.

* Diese Folge kann endlich oder unendlich sein.

WS 2019/20 Turingmaschinen
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Turingmaschine — Beispiel
" Q ={00,01,92:03}: S = Ao, Yaccept = U2» reject = Ja-
Y ={a}, I'={a,u,>}
» 9 ist definiert durch die folgende Tabelle

) a > L
do (q,aR) (d0,>.R)  (93U,R)
4, (q,,aR) (q;,>.R)  (9,U,R)
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Berechnungen und Konfigurationen
Definition 2.2 DTM M= (Q,X,I',8), w € X".

1. M akzeptiert w, falls es Konfigurationen K,,K,,...,K, gibt, so
dass
a) K, ist Startkonfiguration von M bei Eingabe w.
b) K, fuhrt zu K, (d.h. K; > K,,,),i=1,...,I-1.
c) K, ist akzeptierende Konfiguration.

2. M lehnt w ab, falls es Konfigurationen K,,K,,...,K, gibt, so
dass
a) K, ist Startkonfiguration von M bei Eingabe w.
b) K, fuhrt zu K., 1=1,...,]-1.
c) K, ist ablennende Konfiguration.
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DTM M,

o

0O O O oo o o o

0
1
2
3
4
)
6

0

(91,.0,R) (0
(91,.0,R) (0

(9s,0,R) (g
(d3,0,L)

1
»LR)
»1R)
»1R)

(as,1,L)
(05,L1,R)  (gg,1,R)

(0s.0,R) (0s5,1,R)
(0g.0,R) (93,L,L)

470 accept’ Js=( reject

WS 2019/20

LI
g:L,R)
g:L,R)
3, L0,L)
»UR)
7LLR)
6:L1;L)
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81|—|’R)

>
0:>,R)
g:>,R)
g:>,R)
4> R)
g:>,R)
g:>,R)
g:>,R)
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Berechnung von M, bei Eingabe 0011

q,>00111 |>q40011Ll |>uLqgz01LiLd
>0,0011u |g5>0011u |>Q5uOlLIL
>0q,0114 |{»>q,0011u |>u1q,0lul
>009,11u  |[>uqg:011lu |>uLgslull
>001q9,1u  |[>u0g:11u  |>uLlgsuUl
>0011qg,u |>uw0lgglu  |>uLgglun
>001g51u  |>u011gsl | >UggULILIL
>00q;11u  |{pu0lgglu | >UUg,ULIL
>005,011y  |puOqgalun | >uUUg, UL

WS 2019/20
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Akzeptieren und Entscheiden

Definition 2.3 DTM M = (Q,X,I',0). Die Menge der von M
akzeptierten Worte aus X" ist die von M akzeptierte
Sprache. Geschrieben L = L(M).

Definition 2.4 DTM M = (Q,Z,I',8). DTM M entscheidet die
von ihr akzeptierte Sprache L(M), wenn M alle Worte, die
nicht in L(M) liegen, ablehnt.
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Turingmaschine — Beispiel
. Q {CIO ql q2 QB} qaccept q2 qreject q3

« ¥ ={a}, I'={a,u,>}

= 5 ist definiert durch die folgende Tabelle

o a > LI

Jo (9p.a,R)  (40,>,R) (09s,L,R)
o (9,,a,R) (@..>,.R)  (0,U,R)

L(M)={a" | n>1}.

WS 2019/20 Turingmaschinen



DTM M, fiir L ={0"1"|n>1}

M, bei Eingabe we{0,1}"

1. Teste, ob die Eingabe von der Form 0'1) ist, i,jeIN
(sonst nicht akzeptieren).

2. Falls ja, gehe zum Beginn der 0/1-Folge zurtick und
streiche die erste O und die letzte 1.

3. Falls dabei noch eine 0 aber keine 1, oder eine 1 aber
keine O mehr auf dem Band steht, lehne ab.

4. Falls dabel weder eine 0 noch eine 1 auf dem Band
steht, akzeptiere (i=)). Sonst wiederhole 2.
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DTM M, fiir L={0"1"|n>1}

1. Teste, ob die Eingabe von der Form 0'1) ist, i,jeIN
(sonst nicht akzeptieren).

WS 2019/20

o

Qo
d:
d>
ds
U4
Js
U

0 1 L] >
(01.0,R) (0g1,R) (dgl,R) (qo,>.R)
(01.0,R) (0,,1,R) (dgl,R) (dg>,R)
(0s.0.R) (0,,1,R) (as.L,L) (dg>,R)

4-=9 accept? q 8:q reject

Turingmaschinen

26



DTM M, fiir L={0"1"|n>1}

2. Falls ja, gehe zum Beginn der 0/1-Folge zurtick und

streiche die erste 0 und die letzte 1.

WS 2019/20

o

Qo
d:
d>
ds
U4
Js
U

0 1 LI >

(0s.0,L) (gs;1,L) (dU,R) (A4.>,R)
(95,L,R) (9q,1,R) (97,L,R) (dg,>,R)
(05.0,R) (051,R) (de.LlsL) (dg>.R)
(9s,0,R) (as,1,L) (gg,L1,R) (9g:,>,R)

47-=9 accept? q 8:q reject

Turingmaschinen
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DTM M, fiir L={0"1"|n>1}

3. Falls dabei noch eine 0 aber keine 1, oder eine 1 aber

keine O mehr auf dem Band steht, lehne ab.

WS 2019/20

o

Qo
d:
d>
ds
U4
Js
U

0 1 LI >

(05,0,L) (g5,1,L) (dsUR) (44>.R)
(05,L,R) (0q,1,R) (97,L,R) (dg,>.R)
(05.0,R) (051,R) (de.LlsL) (dg>.R)
(9s,0,R) (ds,L1,L) (dg,L,R) (dg,>,R)

4-=9 accept? q 8:q reject

Turingmaschinen
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DTM M, fiir L={0"1"|n>1}

4. Falls dabei weder eine O noch eine 1 auf dem Band

steht, akzeptiere (i=)). Sonst wiederhole 2.

WS 2019/20

o

Qo
d:
d>
ds
U4
Js
U

0 1 LI >

(ds.0,L) (gs;1,L) (d,U,R) (94.>,R)
(05,L,R) (9q,1,R) (97,L,R) (dg,>,R)
(05.0,R) (051,R) (de.LlsL) (dg>.R)
(9s,0,R) (as,1,L) (gg,L1,R) (9g:,>,R)

4-=9 accept? q 8:q reject

Turingmaschinen
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DTM M, fiir L ={02" | n=0}

M, bei Eingabe w € 0™

1. Durchlaufe die Eingabe von links nach rechts und
streiche dabel jede zweite 0.

2. Wird im ersten Schritt festgestellt, dass nur noch eine O
auf dem Band steht, akzeptiere.

3. Wird im ersten Schritt festgestellt, dass mehr als eine 0,
aber eine ungerade Anzahl von 0 auf dem Band steht,

lehne ab.

4. Gehe zum Beginn des Bandes und starte ersten Schritt.
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DTM M, fiir L={02" | n>0}

Start: bereite Schritt 1. vor

Yo
d:
d>
SE!
U4

0 X L] >
(9.,0,R) (de:L1,R) (06, L1,R) (9o,>,R)

q5 = qaccept’q6 = qreject

WS 2019/20
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DTM M, fiir L={02" | n>0}

1. Durchlaufe die Eingabe von links nach rechts und
streiche dabei jede zweite 0.

o

Yo
d:
d>
ds
U4

0 X L]
(9,,0,R) (ds,,R) (9e,LI,R) (0
(9,,x,R)  (a.,x,R) (asUL) (g

(03,.0,R) (gx,R) (QstL) (0

q5 = qaccept’q6 = qreject

WS 2019/20
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>
0:>,R)
6> R)
6> R)
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DTM M, fiir L={02" | n>0}

2. Wird im ersten Schritt festgestellt, dass nur noch eine O
auf dem Band steht, akzeptiere.

0 0 X L >

do (9.,0,R) (9s,L,R) (de,LU,R) (dg,>,R)
4. (0., x,R) (9,.x,R) (ds,U,L) (Q6,>.R)
op; (05,0,R) (0.x,R) (dsltL) (de.>.R)
ds

U4

q5 = qaccept’q6 = qreject
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DTM M, fiir L={02" | n>0}

3. Steht mehr als eine 0, aber eine ungerade Anzahl von

0 auf dem Band, lehne ab.

o

Yo
d:
d>
ds
U4

0

(d1,0,R)
(d2,%,R)
(d3,0,R)
(d2,%,R)

q5 = qaccept’q6 = qreject

WS 2019/20

X L]
(de,L,R) (a6, L,R) (G
(9,,x,R) (gs,L1,L) (O
(9,,%,R) (04L,L) (0

(93.x,R) (e, L1,R) (0

Turingmaschinen

>
0:>,R)
6:>R)
6:>R)
6:>R)
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DTM M, fiir L={02" | n>0}

4. Gehe zum Beginn des Bandes und starte ersten Schritt.

o

Yo
d:
d>
ds
U4

0

(d1,0,R)
(d2,%,R)
(d3,0,R)
(d2,%,R)
(d4,0,L)

q5 = qaccept’q6 = qreject

WS 2019/20

X L

(de,L,R) (a6, L,R) (G
(9,,x,R) (gs,L1,L) (O
(9,,%,R) (04L,L) (0
(92:x,R) (9e,LU,R) (O

(94,x,L)  (de,L1,R) (0

Turingmaschinen

>
0> R)
6> R)
6> R)
6> R)
0> R)
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Berechnung von M, bei Eingabe 0000

WS 2019/20

q,>0000L >q,0x0xL >0q XXX LI
>(,0000L g, >0x0xL >(q,0xxxL
>0q,000U >(q,0x0x L g,>0xxxu
>0xq,00U >0q,x0xLl > OXXXLI
>0x0q,;0L >0xq,0xLl >0q XXXL
>0x0xq,U >0XxXq,XL >0xq XX
>0x0qxL >0XXXq,L >0xxq XL
>0xq,0xL] >0Xxxq XL >0xXxq,L
>0q,x0x L >0Xq  XXL >0XXQsX L

Turingmaschinen
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DTM M, fur Palindrome uber {0,1}

M, bei Eingabe w € {0,1}"
1. Lese das erste Zeichen in w, merke Dir dieses Zeichen

und ersetze es durch einen L. w leer: akzeptiere

2. Gehe zum letzten Zeichen # L. Passt dieses nicht zum
gemerkten Zeichen, lehne ab. Sonst ersetze es mit Ll.

3. Gibt es kein Zeichen # L mehr, akzeptiere
(lw]| ist ungerade).

4. Gehe zum Beginn der Eingabe und starte den
ersten Schritt.
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DTM M, fur Palindrome uber {0,1}

1. Lese das erste Zeichen in w, merke Dir dieses Zeichen
und ersetze es durch einen L. w leer: akzeptiere

WS 2019/20

o

Yo
d:
4>
ds
U4
Js

0 1 Ll >
(9.,L,R) (9,,L,R) (9e,LU,R) (gg,>,R)

q6 = qaccept’q7 = qreject

Turingmaschinen
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DTM M, fur Palindrome uber {0,1}

2. Gehe zum letzten Zeichen # L. Passt dieses nicht zum

gemerkten Zeichen, lehne ab. Sonst ersetze es mit Ll.

WS 2019/20

o

Yo
d:
4>
ds
U4
Js

0 1 L
(0,U,R) (92,L,R) (96 ,R)
(9;,0,R) (g, 1,R) (qsLL)
(0,,0,R) (9,,1,R) (dsLtL)
(0s,L,L)  (9,,1,L) (Qe:Lt,L)
(0;,0,L) (gs,,L) (96, LsL)

q6 = qaccept’q7 = qreject

Turingmaschinen

>
(do.>,R)
(9,,>,R)
(d7,>,R)
(d7,>,R)
(9,,>,R)
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DTM M, fur Palindrome uber {0,1}

3. Gibt es kein Zeichen # LI mehr, akzeptiere

(lw| ist ungerade).

WS 2019/20

o

Yo
d:
4>
ds
U4
Js

0 1 L
(0,U,R) (92,L,R) (96 ,R)
(9;,0,R) (g, 1,R) (qsLL)
(0,,0,R) (9,,1,R) (dsLtL)
(ds,L,L)  (97,1,L) (Qe:Lt,L)
(0;,0,L) (gs,,L) (96, LsL)

q6 = qaccept’q7 = CIreject

Turingmaschinen

>
(do.>,R)
(9,,>,R)
(d7,>,R)
(d7,>,R)
(9,,>,R)
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DTM M, fur Palindrome uber {0,1}

4. Gehe zum Beginn der Eingabe und starte den
ersten Schritt.

WS 2019/20

o

Yo
d:
4>
ds
U4
Js

0 1
(a;,U,R) (9z,L,R)
(9;,0,R) (95,1,R)
(02,0,R) (9,,1,R)
(9s,L0,L)  (g7,1,L)
(9,,0,L) (gs,u,L)
(0s,0,L) (0s,1,L)

LI
(de:L),R)
(9s,L,L)
(dgsL1L)
(d6L!,L)
(96, L1,L)
(do,L,R)

q6 = qaccept’q7 = CIreject

Turingmaschinen

>
(do.>,R)
(9,,>,R)
(d7,>,R)
(d7,>,R)
(9,,>,R)
(d7,>,R)
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Rekursiv aufzahlbare und rekursive Sprachen

Definition 2.5 Sei X eine endliche Menge und Lc ¥.
1. L heildt rekursiv aufzahlbar, wenn es eine DTM M mit
Eingabealphabet X gibt, die L akzeptiert.

2. L heifdt rekursiv oder entscheidbar, wenn es eine DTM M
mit Eingabealphabet X gibt, die L entscheidet.
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DTM M, fur L={0"1"|n>1}

q 7:q accept g 8:q reject

WS 2019/20

o

Qo
d;
op
Q3
U4
Js
Ue

0

(01,0,R)
(01,0,R)
(ds,0.R)
(d3,0,L)
(ds,L,R)
(0s,0,R)
(ds,0.R)

1

(ds:1,R)
(d2,1,R)
(d2,1,R)
(ds,1,L)
(ds:1,R)
(ds,1,R)
(ds,L,L)

Turingmaschinen

LI
(ds; L,R)
(ds; L,R)
(d,L,L)
(04, L,R)
(d7,L,R)
(%, LI, L)
(ds; L,R)

M, entscheidet L.

>
(do,>,R)
(ds,>,R)
(ds,>,R)
(94,>,R)
(ds,>,R)
(ds,>,R)
(ds,>,R)
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Berechnung von M, fur Eingabe in L

q,>00111 |>q40011Ll |>uLqgz01LiLd
>0,0011u |g5>0011u |>Q5uOlLIL
>0q,0114 |{»>q,0011u |>u1q,0lul
>009,11u  |[>uqg:011lu |>uLgslull
>001q9,1u  |[>u0g:11u  |>uLlgsuUl
>0011qg,u |>uw0lgglu  |>uLgglun
>001g51u  |>u011gsl | >UggULILIL
>00q;11u  |{pu0lgglu | >UUg,ULIL
>005,011y  |puOqgalun | >uUUg, UL

WS 2019/20
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Berechnung von M, fur Eingabe nicht in L

e W=¢g.
Jo>Ll = > = >LIgg

e Ww=0"
Jo>0"U - >q,0'1U - »0q,0U > ... > >0"q,U > >0"LUQq4

« w=1{0,1}"
Jo>1{0,1}'Ll —» >q,1{0,1}'11 - >1qg{0,1} L

. w=0*1*0{0,1}"
q,>0*1*0{0,1}'l - »q,0*1*0{0,1}'LI — »0q,0"1*0{0,1}'Ll
— ... > »0*q,1*0{0,1}'L — >0*1q,10{0,1}"
— ... > >01*q,0{0,1}" - >0*1*0q4{0,1}’
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Berechnung von M, fur Eingabe nicht in L

e w=0"1M n,m2=1, n>m:
go>0"1"U - >q,0"1M4 — >0q,0"-11mL]
- ... > >0"g,1"4J —» >0"1qg,1™-1L
— ... > >0"1"q,l —» >0"1m-1g,1L
- ... > qy>0"1"4 - »q,0"1™
- ...>>UMq,0"MU - ... > >UM™IOM-1g L
— D> LM*QN-M-2q. 0L —» >UMTOMM-1g, L
e Ww=0"1M n,m21, n<m: dhnliche Rechnung fahrt auch
ZU (.

D.h. M, lehnt alle Worte nicht in L ab. (Einfach nur
halten reicht nicht, siehe Def. der Entscheidbarkeit!)
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DTM M, fir L={0"1"|n>1}

o

Qo
d;
op
Q3
U4
Js
Ue

0

(01,0,R)
(01,0,R)
(ds,0.R)
(d3,0,L)
(ds,L,R)
(0s,0,R)
(ds,0.R)

1

(ds:1,R)
(d2,1,R)
(d2,1,R)
(ds,1,L)
(ds:1,R)
(ds,1,R)
(ds,L,L)

q 7:q accept g 8:q reject

WS 2019/20
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LI
(ds; L,R)
(d1,L,R)
(d,L,L)
(04, L,R)
(d7,L,R)
(%, LI, L)
(ds; L,R)

M", akzeptiert L.

>
(do,>,R)
(ds,>,R)
(ds,>,R)
(94,>,R)
(ds,>,R)
(ds,>,R)
(ds,>,R)
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Berechnung von M, fur Eingabe nicht in L

e W=¢g.
Jo>Ll = > = >LIgg

e Ww=0%;
Jo>0"U - >q,0'4d - »0q,0L > ... > >0"q,
— >0*Uqg,U —» >0"uLq,U — ... Endlosrechnung!

« w=1{0,1}"
Jo>1{0,1}'Ll —» >q,1{0,1}'11 - >1qg{0,1} L

. w=0*1*0{0,1}"
q,>0*1*0{0,1}'l - »q,0*1*0{0,1}'LI — »0q,0"1*0{0,1}'Ll
— ... > »0*q,1*0{0,1}'L — >0*1q,1°0{0,1}"
— ... > >01*q,0{0,1}" - >0*1*0q4{0,1}’
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Berechnung von Funktionen

Definition 2.6 DTM M = (Q,Z,I",8). Die DTM M berechnet die
Funktion f: 2" - I \{>,U}, falls fur alle w € £ die
Berechnung von M mit Eingabe w in einer akzeptierenden
Konfiguration halt und dabei der Bandinhalt f(w) ist. Hierbel
werden > und alle U ignoriert.

Wir werden uns hauptsachlich mit Entscheidbarkeit
beschaftigen.
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Zusammenfassung

Turingmaschinen als Berechnungsmodell

= Berechnung von DTMs — Rechenschritte, Konfigurationen,
Nachfolgekonfigurationen

= Akzeptieren/Ablehnen von Worten/Eingaben

= Akzeptieren/Entscheiden von Sprachen

= Unterschied zwischen Akzeptieren und Entscheiden
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